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ÊUëWA8Wï51 Functions

1v˙:OL< È…ËWïœdJïËË;ñ
Box-and-Whisker PlotÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ2

2d~¶AÖ ÈñWÖWz Ë v3ñWî ÈñWÖWz
Conditional and Total ProbabilitiesÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ8

3ÊUëWOO˙:OÙ Wïu/Linear ModelsÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ16

11

1Ë«dï«“Wï :v< W! ÊUëWOO˙:OÙ WîW¶fiO< vïœdëñUJOÅ
Solving Linear systems in 3 unknownsÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ28

2v˙:OÙ vî«dÖ:Ë;dÄLinear ProgrammingÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ34

3ÊUë…Ë«dëe|;ñ vï«bJ:OìMultiplying MatricesÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ40

4ÊUë…Ë«dëe|;ñ È…Ë«;ñW~˘WÙInverse of a matrixÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ46

22

1ÊUë…ñ«œ…œ«;ñ ÈWA8Wï
Polynomial FunctionsÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ25

2Ê«;ñ:u‡Ö ÈWA8WïVariation FunctionÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ58

3vï«u" ÈWA8WïExponential FunctionÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ64

4ÊUëWOOL¶|ñUÖ:uì WA8WïLogarithmic FunctionsÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ70

33

ñWÖWz Ë ñUîUz

d!W3

1

27 Algebra

Statistics And Probability vÅW!
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ÊUëWëW| È«ËœW§ëW|77 Sequences

1ÊUëWO|…ñUî˛ WëW| È«ËœW§ëW|
Arithmetic SequencesÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ78

2ÊUëWO|…“«bïWz WëW‡| È«ËœW§ëW|
Geometric SequencesÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ85

44

1«b|ñËu!Uz Wì ÈñUëUO3 vïUëWïœdJ:O3W§:O3
Applications of Differentiation to EconomicsÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ92

2ÈñUëË«ËW"IntegrationÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ100

55ÈñUëË«ËW" Ë ÈñUëUO391
Differentiation and Integration

vÅW!

vÅW!
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vÅW!11
 ÊUëWï«Ë

1.    Æv˙:OL< È…ËWïœdJïËË;ñ

2.Ë v3ñWî ÈñWÖWz

   Æd~¶AÖ ÈñWÖWz

3. ÆÊUëWOO˙:OÙ WïËu/

 ñWÖWz Ë ñUîUz

Statistics and Probability

vÅW!11
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ñW§î«ñW! ÈW¶A8 ËËœ Wì
È…ËUîWì UîñWÖ ÈWKÄ vïUëW¶<«;ñ…ËUï

12Èñ«ËWÙWM|ËUÙ ËËœñWÙ :u! @ïUî
Wì ˜ô:u< Ë vïUL:OK< Wì ñUMÇñW<

ÈW¶<«;ñ…ËUï ÆX:|ËWë…œñ…œ „:uÙœ
W"Uë…œ ÂWëW| ÈW¶A8 vïUëW|UÙW!

27.355vïUëW|UÙW! ÈW¶<«;ñ…ËUï Ë
 W"Uë…œ Â…ËËœ ÈW¶A828.51ñWÖWz

ñW<Wì W¶A8 ËËœ ÂWz vïUëW|UÙW!
«ËWz sM:|uM! ÊUë…ñUî˛ Èñ…ËW"

∫5MO!…œ

 Â…ËËœ ÈW¶A8 ÈW¶<«;ñ…ËUï Wë WJ§OMO§:O"28.51vïUëW|UÙW! W˘Wî:uë d¶ÅU! vëW|…u:OÅW!
W¶<«;ñ…ËUï Wì Â…ËËœ ÈW¶A8 vïUëW|UÙW! ÈW!ñ:Ë“ WJïuÇ ¨ÂWëW| ÈW¶<«;ñ…ËUï Wì X:|;d!…œñ…œ

5ï«u"…œ W|:u! ¨ÈWëW¶<«;ñ…ËUï Wì ÊñËËœ ÂWëW| ÈW¶A8 vïUëW|UÙW! ÈW!ñ:Ë“ ÈW"UëËWì sJ|eï
   ÆÂ…ËËœ ÈW¶A8 vïUëW|UÙW! Wì Êd¶"ñWÄ d"U|“ ÂWëW| ÈW¶A8 vïUëW|UÙW! Wë 5:O˙!

 v˙:OL< È…ËWïœdJïËË;ñ

 ÊUëW$UîUz

•Ë ÂWëW| vëW|ñ«uÇ
W˘Wî:uë :u! ÂWO:O< vëW|ñ«uÇ

 Æ…ËW¶:|“:Ëœ…œ p:|Ë«ñb:OÄ
•vëW|ñ«uÇ È«œËWî Ë «œËWî

vïUë…Ë«ñb:OÄ W˘Wî:uë :u!
Ë ÂWëW| vëW|ñ«uÇ

ÂWO:O< vëW|ñ«uÇ
 Æ†Uë…œñUî˛WÙ

•:u! v˙:OL< È…ËWïœdJïËË;ñ
W˘Wî:uë vïËu§"ñWÄ vïbï«uï

 ÆX:OA:Oë…œ p:|Ë«ñb:OÄ

 ÈWï«Ë11Box-and-Whisker Plot

  ÊUë…Ë«ñ«“
Vocabulary

  ÂWëW| vëW|ñ«uÇ
First quartile

 ÂWO:O< vëW|ñ«uÇ
Third quartile

 vëW|ñ«uÇ È«œËWî
Interquartile range

 v˙:OL< È…ËWïœdJïËË;ñ
Whisker-PlotBox-and-

 ÊËu§"ñWÄ vJîWÇ

UîñWÖ vïUëWKÄ ÈW¶<«;ñ…ËUï

 ñUMÇñW< ÈñUÅ :u!

 ñ«œUz

 ÊUfiOï
 ñU|Uz

 Ê«d|…“u4
 “Ëu9
 »Uz

 ‰uK|Wz
 ÂWëW| vM|dA"
 Â…ËËœ vM|dA"

 ÂWëW| vïuïUë

 †U!uÅ

 Â…ËËœ vïuïUë16 63.
17 8.
22 94.
26 37.
32 61.
35 62.
37 06.
36 81.
33 06.
28 34.
22 5.

UîñWÖ vïUëWKÄ ÈW¶<«;ñ…ËUï

 ˜ô:u< ÈñUÅ :u!

 ñ«œUz
 ÊUfiOï

 ñU|Uz
 Ê«d|…“u4

 “Ëu9

 »Uz

 ‰uK|Wz
 ÂWëW| vM|dA"
 Â…ËËœ vM|dA"

 ÂWëW| vïuïUë

 †U!uÅ
 Â…ËËœ vïuïUë23 32.

23 77.
25 8.
28 08.
30 51.
31 25.
32 7.
32 25.
31 27.
30 1.
28 2.
24 9.

ÊUë…ñUî˛ Èñ…ËW" ñW<Wì Â…ËËœ ÈW¶A8 vïUë…Ë«ñb:OÄ vïbï«uï

ÊUë…ñUî˛ Èñ…ËW" ñW<Wì ÂWëW| ÈW¶A8 vïUë…Ë«ñb:OÄ vïbï«uï

È…ËWïœdJïËË;ñ XOï«u"…œ

vïœdëœñË«ñW! :u! v˙:OL<

ËËœ Wì ÊUë…Ë«ñb:OÄ vïËu§"ñWÄ

ËuâJ:Oì ÈË«ñb:OÄ W˘Wî:uë

ÈW¶<«;ñ…ËUï „…Ë 5M:ON!ñUëW!

 ÆUîñWÖ ÈWKÄ ÈWïU~ïUî

 øvÇ:u!

14.35 

 ÈWï«Ë 21-1

 W¶<«;ñ…ËUï

 W¶<«;ñ…ËUï
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Wë X:|ËWë…œñ…œ WïUï:uãWìW" ËWz È…ñUî˛ ñW§î«ñW! ÈWM:|Ë Wì
 È…ËUîWì „:uÙœ ÈñUÅ È…ËWM:|˛uëdÖUz ÈbïW§˘Wî17«œ˛:Ë;ñ

   ÆÊË«ñœd:|ó§˘WÙ vëWî…;ñWÙ vëW|…u:OÅW! ¨ÊËu"d~|ñ…Ë
 Ë W¶<«;ñ…ËUï ËUÙW! s|d¶ëuâ! ËUÙW! s|d"…ñËWÖ

È«œËWî Ë «œËWî ¸WÖWì Ë ÂWO:O< Ë ÂWëW| vëW|ñ«uÇ
 Æ…Ë…“:Ëb! ñW§î«ñW! ÈWM:|ËWì ÊUëW|UÙW! ÈW˘Wî:uë :u! vëW|ñ«uÇ

 Æ…Ë…“:Ëb! «œWëW˘Wî:uë Wì Ëu!WÙ ñWÖWz ¨ÊUë…dÖ;ñWÄ UÙW!
 ñUJOÅ

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡Lï1

vM|;d!ñ…œ :u! sM:OÙ…œñUëW! ÊœñË ñ:Ë“ Wë vïUë…ËWïœdJïËË;ñ …d:OîUz Ë ÊUëWï«u:OÄ ÊU<UïñUîUz
vïUë…ñ…u:OÄ Wì p:|bïWÙ Ê:uÇ X|Ëu!d:Oã «bî…œ“U| vì:uÄ Wì ÆÊUë…Ë«ñb:OÄ W˘Wî:uë vïËu§"ñWÄ

 Æv|Wï«u:OÄ vï«œô Ë ÊËuÇWMJ:Oì Ë «œËWî „…Ë XOM:ON§ïU|ñUëW! Ë X|WJ! ñUî˛WÙ ÊËu§"ñWÄ
vïbï«uï ¸WÖWì XOM:ON§ïU|ñUëW! Ë X|WJ!ñUî˛WÙ WJ|œ vïUëW|UÙW! Ê:uÇ XO!…œd:Oã «œWï«Ë ÂWì

 Æv|…ËWïœdJïËË;ñ W! ÊËu§"ñWÄ
 vëôUÇ

 ÊUëWëW|ñ«uÇ È…ËWM|“:Ëœ

Wì p:OëW|Wì ©d¶OKOKKî W!® X:|ËWë…œñ…œ s|ñU! Ê«ñU! ÈWïU~ïUî vïUë«;dJ:O" …Ë…ñ«u8 ÈW¶A8 Wì
 È…ËUîWì ÊUë…ñUÅ12 Æ«b~ïUî

 ÆXOM:|uMO! …Ë…ñ«u8 „…Ë «b¶îU$Wz ËuA:OÄ ÈWëWOëôUÇ Wì È…ËWz XOï«u"…œ

Ë ÊWë…œ ÈUL:OÙ      W! Ë ÂWëW| vëW|ñ«uÇ s:O˘…œ s|d¶ëuâ! È…uOï ÈW¶<«;ñ…ËUï W! ÊUëU<UïñUîUz
vëW|ñ«uÇ ÂüW! ¨ÊWë…œ ÈUL:OÙ      W! Ë ÂWO:O< vëW|ñ«uÇ s:O˘…œ s|d"…ñËWÖ È…uOï v¶<«;ñ…ËUïW!

 W! Ë vëW|ñ«uÇ È«œËWî s:O˘…œ              W! ÊU<UïñUîUz UÙ…ËñWÙË W¶<«;ñ…ËUï UNïW"      Â…ËËœIQR
 Wì X:O!d¶îWë ÊUë…Ë«ñb:OÄ W˘Wî:uë Wì „W|UÙW! ñWÙ Ë ÊWë…œ UL:OÙ

 Æ©˝ãdD¶î ˝LOè®dÖ;ñWÄ ÈUÙW! s:O˘…œ v:OÄ                         Wì X:O! d"U|“ ÊU|

.1Êd¶îWë W¶<«;ñ…ËUï Wì Wë ÊUë…Ë«ñb:OÄ ÈœW< È…ó:|;ñ ¨…Ë…“:Ëb! WïU|«;dJ:O" ËWz ÈW¶<«;ñ…ËUï
 ø…bïWÇ Êd"U|“ W¶<«;ñ…ËUï Wì Wë ÊUë…Ë«ñb:OÄ ÈœW< È…ó:|;ñ ø…bïWÇ

.2ÈœW< È…ó:|;ñ ¨W¶<«;ñ…ËUï Wì …d¶îWë vïUëW|«;dJ:O" Wì Wë …Ë…“:Ëb! W|W˘Wî:uë ËWz ÈW¶<«;ñ…ËUï
 ø…Ë…“:Ëb! Êd¶îWë W¶<«;ñ…ËUï Wì Wë ÈWïU|«;dJ:O" ËWz

.3ÈœW< È…ó:|;ñ ¨W¶<«;ñ…ËUï Wì …d"U|“ vïUëW|«;dJ:O" Wì Wë …Ë…“:Ëb! W|W˘Wî:uë ËWz ÈW¶<«;ñ…ËUï
 ø…Ë…“:Ëb! Êd"U|“ W¶<«;ñ…ËUï ËWì Wë ÈWïU|«;dJ:O" ËWz

Ü

GC

 ∫WJ!e|;ñ ñËË˛ Ë…ñW! ÊUëW|UÙW! U"…ñW< GC

 @ïUî

 «;dJ:O"

123456789101112
4857718912476585686895846

Q1
Q3

Q2Q Q3 1−

Q IQR1 1 5− ×.Q IQR3 1 5+ ×.

50 51 53 57 65 66 69 70 72 77 82 88 88 98 107 112 155

 ÈWï«Ë3 1-1

UÙW! s|d"…ñËWÖs|d"…ñËWÖ È…uOï ÈW¶<«;ñ…ËUï W¶<«;ñ…ËUïs|d¶ëuâ! È…uOï ÈW¶<«;ñ…ËUïUÙW! s|d¶ëuâ!
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Ë «œËWî ¸WÖWì Ë ÂWO:O< Ë ÂWëW| vëW|ñ«uÇ Ë W¶<«;ñ…ËUï Ë UÙW! s|d¶ëuâ! Ë UÙW! s|d"…ñËWÖ
 Æ…Ë…“:Ëb! ÊUë…dÖ;ñWÄ UÙW! ¨…Ë…“:Ëb! …Ë…ñ«u8 ÈW¶A8 vïUëW|UÙW! ÈW˘Wî:uë :u! vëW|ñ«uÇ È«œËWî

 ÈWïuLï Wì dÖ;ñWÄ ÈUÙW! vïËu! XOï«u"…œ U|Uz1 ø…ËW¶|…b§J:Oì

W˘Wî:uë Wì ÊUëW|UÙW! vïËu§"ñWÄ v"WOï:uÇ WO|…ËWïœdJïËË;ñ vëW|WM:|Ë v˙:OL< È…ËWïœdJïËË;ñ
vïUë…Ë«ñb:OÄ W˘Wî:uë :u! WOO˙:OL< È…ËWïœdJïËË;ñ …Ë…ñ«u8 ÈWîWz ¨†U8…œñ…œ ÊUë…Ë«ñb:OÄ

ÈWïuLï1 Æ

Ë UÙW! s|d"…ñËWÖ ∫X:|dë…b|ñU|œ ÈñUîUz ÈUÙW! ZM:OÄ W! v˙:OL< È…ËWïœdJïËË;ñ Wë …b§$ñW<
 ÆÂWO:O< vëW|ñ«uÇ Ë ÂWëW| vëW|ñ«uÇ Ë W¶<«;ñ…ËUï Ë UÙW! s|d¶ëuâ!

 W"Uë…œ Uë…Ë«ñb:OÄ È…ñUî˛17ÈUÙW! W"UJ! W¶<«;ñ…ËUï †Uë…œ«Ë ‘WîWz WëU" vëW|…ñUî˛ Wë ¨
    ¨     ¨     ¨     ¨     vïUë…Ë«ñb:OÄ W˘Wî:uë ÈW¶<«;ñ…ËUï W"Uë…œ ÂWëW| vëW|ñ«uÇ ¨               W"«Ë ÂW|:uï

 W"Ëu3 Wï«Ë«ñb:OÄ ËWz È…ñUî˛ È…ËWzñW!Wì      ¨     ¨(8)s|d¶ëuâ! È…uOï ÈW¶<«;ñ…ËUï «ËWz
 W"«Ë bï…ËUï WïËWë…œ ÈW|UÙW! ËËœ ËWz ÈW¶<«;ñ…ËUï W"Uë…œ57 Ë65¨W"«ËWë

gOï«ËWz Æ       ¨       ¨     ¨     ¨     ¨     ¨     ¨       W"Uë…œ s|d"…ñËWÖ È…uOï vïUë…Ë«ñb:OÄ d" vëW|ôWì
 W"Ëu3 ÊU|…ñUî˛(8)WïËWë…œ ÈW|UÙW! ËËœ ËWz ÈW¶<«;ñ…ËUï W"Uë…œ W|W˘Wî:uë ËWz ÈW¶<«;ñ…ËUï Ë

 W"«Ë bï…ËUï88 Ë98 Æ                             ¨W"«ËWë
 W"Uë…œ UÙW! s|d"…ñËWÖ155 W"Uë…œ UÙW! s|d¶ëuâ! Ë50Ë                           W"Uë…œ «œËWî

 Æ…ËW|WJ§¶8uÄ W|…u:OÅ ÂW! v¶A|W~O:OÄ È…ËWz XOï«u"…œ                      W"Uë…œ vëW|ñ«uÇ È«œËWî

                              Wì „W|ñWÙ vïœdëñUî˛WÙ W! WJ§¶<…œ ¨dÖ;ñWÄ ÈUÙW! È…ËWM|“:Ëœ :u!
 Æ

 Wì X:O!d¶îWë WOOï „W|UÙW!13 W|WÙ UÙW! „W| «bJ:O"UëWì ¨(155) Wì X:O!d"…ñËWÖ141¨
 W"Uë…œ g|ËWz W|WÙ dÖñWÄ ÈUÙW! „W| X:OM|WÖ…œ …ËWz ‘WîWz155 Æ

 Ë

   …b§˘ËWÙ

Wï«dÖWM8…;ñ È…ËWïœdëdO!

Q2 72==

50 51 53
57 65 66 69 70

155 77 82 88 88 98 107112
Q1

57 65
2 61== ==++

Q3
88 98

2 93== ==++

155 50 105−− ==

93 61 32−− ==

50 51 53 57 65 66 69 70 72 77 82 88 88 98 107 112 155

ÂWO:O< vëW|ñ«uÇ W¶<«;ñ…ËUï

 «œËWî

ÂWëW| vëW|ñ«uÇ  UÙW! s|d"…ñËWÖ UÙW! s|d¶ëuâ!
IQR == 32
105 ==

ÜQ IQR1 1 5−− ××.
Q IQR3 1 5++ ××.

Q IQR3 1 5 93 1 5 32 141++ ×× == ++ ×× ==. . Q IQR1 1 5 61 1 5 32 13−− ×× == −− ×× ==. .

47931342353724343150
1133362813525760697883

 v˙:OL< È…ËWïœdJïËË;ñ

 ÈWï«Ë 41-1

UÙW! s|d"…ñËWÖUÙW! s|d¶ëuâ! W¶<«;ñ…ËUï

«œËWî
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˜ô:u< Ë ñUMÇñW< Èñ«ËWÙWM|ËUÙ Wì „W|ñWÙ ÈUîñWÖ vïUëWKÄ vïUë«;dJ:O" vëW|ñ«uÇ È«œËWî
 øW|UÙW! ËËœ ËWì X:|ËWë…b¶<œ XOÇ …Ë…“:Ëb!

   …b§˘ËWÙ

 øX:OM:|uï…œ ÊUë…Ë«ñb:OÄ È        v˙:OL< È…ËWïœdJïËË;ñ Wì ‘W! ÂUë Wï«dÖWM8…;ñ È…ËWïœdëdO!

†WëWîü…Ë øX:O! ˚:OL< :v!W! øX:O! p:O˙:OL< ô UNïW" v˙:OL< È…ËWïœdJïËË;ñ X:|dë…œ U|Uz
 ø…ËWJ§ïËË;ñ

Wï«dÖWM8…;ñ È…ËWïœdëdO!

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡Lï2

vïUëWKÄ Wë †U8…œñ…œ …ËWz «œñUMÇñW< È…ËWïœdJïËË;ñ Wì ÊUëW˙:OL< Ë WëWA:Oëô È…ËWïËu!ó:|ñœ
WM|ËUÙ Wì UîñWÖ vïUëWKÄ Wì „…Ë X:|œ«œñW<W! vï«;ñ:uÖ d"U|“ ñUMÇñW< Èñ«ËWÙWM|ËUÙ Wì UîñWÖ

ËËœ Ê«u:Oï vïœdëœË«ñW! W! Æ…ËW"WïËu!ó:|ñœ d¶îWë WëW˙:OL< ËËœ Ë WëWA:Oëô WJïuÇ ˜ô:u< Èñ«ËWÙ
˜ô:u< Èñ«ËWÙWM|ËUÙWì UîñWÖ vïUëWKÄ È«;dJ:O" s|d¶îWë Wë †U8…œñ…œ …ËWz ÊUë…ËWïœdJïËË;ñ

vï«;ñ:uÖ È«;dJ:O" s|d"“ñW! …Ë ¨ñUMÇñW< Èñ«ËWÙWM|ËUÙ Wì UîñWÖ vï«;ñ:uÖ È«;dJ:O" s|d¶îWë Wì …d"“ñW!
 ÆñUMÇñW< Èñ«ËWÙWM|ËUÙWì UîñWÖ vï«;ñ:uÖ È«;dJ:O" s|d"“ñW! Wì …d¶îWë ˜ô:u< Wì UîñWÖ vïUëWKÄ

:u! UîñWÖ vïUëWKÄ È«;dJ:O" :u! v˙:OL< È…ËWïœdJïËË;ñ ¨WëWï«Ë ÈU"…ñW< ÈWëWïËu/ :u! …ËWï«;ñWÖ W!
ËËœ vïUM:OÙñUëW! W! ÊUÅUÄ ¨WA:OJ! ˜ô:u< Ë ñUMÇñW< Èñ«ËWÙWM|ËUÙ ËËœñWÙWì „W|ñWÙ

 ÆWJ! WëW˘Wî:uë ËËœ Ê«u:OïWì œñË«ñW! Ë WëWOO˙:OL< …ËWïœdJïËË;ñ

ËWz WJ!ñUî˛WÙ „W|W˘Wî:uë ñWÙWì UÙW! ZM:OÄ U"…ñW<
 ∫X:|ËWë…b¶<…œ †…Ë…ñ«u8 ÈWïUîU$Wz

 ÆWA:OJ! „W|W˘Wî:uë ñWÙ :u! v˙:OL< È…ËWïœdJïËË;ñ ÊUÅUÄ

50%
 v˙:OL< È…ËWïœdJïËË;ñ vïœdJ¶<Ëñœ vïUë…ËU~ïWÙ

 ˜ô:u< ñUMÇñW<

ÂWëW| vëW|ñ«uÇ Ë W¶<«;ñ…ËUï vïœdëñUî˛WÙ Ë ñËË˛Ë…ñW! ÊUëUÙW! vïœdëe|;ñ
  ÆÂWO:O< vëW|ñ«uÇ Ë

 ÈËU~ïWÙ1

ÈñU|œ «b:O" s|d¶ëuâ! Ë s|d"…ñËWÖ ÈUÙW!  Wë ÊUë…ñUî˛ v˙:OÙ vïUA:Oë
 ÆX:O!«dë

 ÈËU~ïWÙ2

 Æ…ËW¶:O!…œó:|ñœ      ÈUÙW! :u!     ÈUÙW!Wì „W|WA:Oëô vïUA:Oë  ÈËU~ïWÙ3
Æ…ËWëWA:Oëô W¶:|ËWë…œ Wë «œW¶<«;ñ…ËUï ÈUÙW! Wì Êu¶<Wz vJ:O˙:OÙ vïUA:Oë  ÈËU~ïWÙ4

UÙW! s|d¶ëuâ! U"WÙ …ËW¶:O!…œó:|ñœ     Wì v|:u<Uz vJ:O˙:OÙW¶<«;ñ WÇñUÄ vïUA:Oë
WÇñUÄ vïUA:Oë ÊUÅUÄ ¨UÙW! s|d¶ëuâ! Wì Êu¶<Wz vJ:O˙:OÙW¶<«;ñ WÇñUÄ Ë
WÇñUÄ Ë UÙW! s|d"…ñËWÖ U"WÙ …ËW¶:O!…œó:|ñœ      Wì v|:u<Uz vJ:O˙:OÙW¶<«;ñ

 ÆUÙW! s|d"…ñËWÖ Wì Êu¶<Wz vJ:O˙:OÙW¶<«;ñ

 ÈËU~ïWÙ5

Q1

Q1

Q3

Q3

     ñUJOÅ23 32.

29 15.
31 26.
32 70.

25 35.
14 35.

27 36.
34 34.
37 06.

20 15.
 UÙW! s|d¶ëuâ!
ÂWëW| vëW|ñ«uÇ

 W¶<«;ñ…ËUï

 UÙW! s|d"…ñËWÖ
 ÂWO:O< vëW|ñ«uÇ

 ÈWï«Ë5 1-1

ñUMÇñW< Èñ«ËWÙ WM|ËUÙ

˜ô:u< Èñ«ËWÙ WM|ËUÙ
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 ÈñUëdO! Wì ÊËu§î«Ë…œñW!

  ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

2 øX:OM:|uM|…œ Wë ÈWï«Ë«ñb:OÄ ËWz ÈW˘Wî:uë È…ñU!Wì †U8…œñ…œ :u! XOÇ v˙:OL< È…ËWïœdJïËË;ñ

1 Wì „W|W˘Wî:uë :u! ÂWO:O< Ë ÂWëW| vëW|ñ«uÇ Ë W¶<«;ñ…ËUï È…ËWM|“:Ëœ Ê«u:Oï È“«ËUO320
 Wì „W|W˘Wî:uë ËUÙW!15 Æ…ËWJ§ïËË;ñ UÙW!

3 ÊUJO:OëW|ñWÙ ÈW¶<«;ñ…ËUï WJ§¶<Ëñœ Ë«ñb:OÄ W˘Wî:uë ËËœ7Ë            ÂWëW| vëW|ñ«uÇ Ë
 ÆX:O!              ÂWO:O< vëW|ñ«uÇ

 Ë«dëW¶<«;ñUz vïUM:OÙ«;ñ

5 …ËWïËu!:uëÈWïU"…dãUz ËWz ÈœW< È…ó:|;ñ ñW§î«ñW! ÈW¶A8 Wì
 :u! ÊUë…Ëu"ËWJA:OÄ W"üËË „W|…ñUî˛ Wì ÊWë…œñUë

 vïUëW˘U<1980 Ë1992 ÆX:|ËWë…œñ…œ

  ÊœdJ:O3W§:O3 Ë ÊUM:OÙ«;ñ

Ë ÂWëW| vëW|ñ«uÇ Ë W¶<«;ñ…ËUï Ë s|d"…ñËWÖ ÈUÙW! Ë s|d¶ëuâ! ÈUÙW! „W|W˘Wî:uë ñWÙ :u!

:u! v˙:OL< È…ËWïœdJïËË;ñ ÊUÅUÄ ¨…Ë…“:Ëb! vëW|ñ«uÇ È«œËWî Ë «œËWî Ë ÂWO:O< vëW|ñ«uÇ

 ÆWJ! X<Ëñœ ÊU|WëW|ñWÙ

6. ÊÊ ÊÊ ÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ56 49 42 44 50 51 44 54 51 660 59 48 56 45 42ÊÊÊ ÊÊÊÊ ÊÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ

Q1 5==

Q3 11==

 ÆWJ! Wë…ËWïœdJïËË;ñ ËËœ Ê«u:Oï Wì œñË«ñW!

     ¨       ¨         ¨       ¨        ¨         ¨   ¨      ¨      ¨       ¨       ¨        ¨       ¨       ¨
7. ÊÊ ÊÊ ÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ14 86 27 93 77 22 78 50 22       ¨      ¨      ¨       ¨       ¨        ¨        ¨       ¨
88 ¨2 ¨8 ¨2 ¨8 ¨3 ¨2 ¨2 Æ

:u! ÂWO:O< Ë ÂWëW| vëW|ñ«uÇ Ë W¶<«;ñ…ËUï
 Æ…Ë…“:Ëb! WëW˘U< ËËœ Wì „W|ñWÙ vïUë…Ë«ñb:OÄ

vïUë…Ë«ñb:OÄ :u! v˙:OL< È…ËWïœdJïËË;ñ
 ÆWA:OJ! WëW˘U< ËËœ Wì „W|ñWÙ

GC

Ü

ê

19801992
36 4.

39 5.
38 0.
38 4.
45 2.
40 4.
42 4.

39 7.
42 1.

43 8.
42 0.
40 5.
48 3.
44 9.
45 7.

45 5.
 UOì«d¶<uz

 «œWïWë
 Ufiï…ñWã

 ÊU!U|
 b|u<

 UOïU¶|ñW!
 ÊUë…u"d~ëW| W"üË

 UOïUL˘Wz

 †üË

4 W~M|˛ vïUëWO|ó:|ñœ WëW¶A8 Wì24Wì Ë«dJ|ñU|œ vJ:|ñ:u3 Wì ©d"WLOKKî W!®ñ…Ë…bM|“
 ÆX:|ËWë…œñ…œ ÊUë…ñ…Ë…bM|“

28 30 38 34 36 31 28 25
32 34 27 29 30 26 33 35
29 38 31 25 29 31 25 37

Ë ÂWO:O< Ë ÂWëW| vëW|ñ«uÇ Ë W¶<«;ñ…ËUï Ë s|d"…ñËWÖ ÈUÙW! Ë s|d¶ëuâ! ÈUÙW!
 Æ…Ë…“:Ëb! Wï«Ë«ñb:OÄ ËWz :u! vëW|ñ«uÇ È«œËWî Ë «œËWî

 ÆWJ§|ñU|œ Ë :È;ñW~! Ëu!WÙ «œWëW˘Wî:uë Wì ñWÖWz dÖ;ñWÄ ÈUÙW! È«ËœW!

GC

Ü

 ÈWï«Ë 61-1
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3v˙:OL< È…ËWïœdJïËË;ñ Æ…ËWïœdJOèU" ÊUîWÙ vï«bîU$Wz W! ÊUfi˘WÙ ñUëbM:|u8 W˘Wî:uë

 vïUë…ñUO<dÄ È…ËWï«bîü…Ë :u! W˘Wî:uë :v< ËWz vïUë…d/ :u! WM:ON!ñUëW!9 U"WÙ12 Æ

9 øËu!WÙ vïUë…ñËWÖ …d/ s|d"“ñW! W˘Wî:uë ÂUë
10 øËu!WÙ È«œËWî s|d"…ñËWÖ W˘Wî:uë ÂUë
11 øËu!WÙ ÈW¶<«;ñ…ËUï s|d"…ñËWÖ W˘Wî:uë ÂUë

12 øËu!WÙ vëW|ñ«uÇ È«œËWî s|d"…ñËWÖ W˘Wî:uë ÂUë

13 vïUëWO|ó:|ñœ …Ë…ñ«u8 ÈW¶A824W! ÊUë…ñ…Ë…bM|“ Wì Ë«dJ|ñU|œ vJ:|ñ:u3 Wì ñ…Ë…bM|“
 Æ…ËW"Uë…bïËË;ñ d"WLO¶ïU<

vëW|ñ«uÇ Ë ÂWëW| vëW|ñ«uÇ Ë W¶<«;ñ…ËUï Ë s|d"…ñËWÖ ÈUÙW! Ë s|d¶ëuâ! ÈUÙW!
 Æ…Ë…“:Ëb! Wï«Ë«ñb:OÄ ËWz vëW|ñ«uÇ È«œËWî Ë ÂWO:O<

WïU|UÙW! ËWz WO:O˘W! WëWîü…Ë ñWÖWz øX:|dÖ…œ:u8Wì ÊUë…dÖ;ñWÄ UÙW! W˘Wî:uë ËWz U|Uz
 ø5OÇ

GC

Ü

2 5.2 8.3 1.3 6.3 4.3 8.3 0.2 8.3 5.3 3.2 6.3 0.
2 9.2 7.3 4.3 2.3 7.2 5.3 1.2 9.2 5.3 1.3 8.2 9.

 Æ…Ë…“:Ëb! Wï«Ë«ñb:OÄ ÂWz Wì ËU! Ë Ë W¶<«;ñ…ËUï2 ¨16 ¨4 ¨11 ¨14 ¨8 ¨17 ¨19 ¨13 ¨19 ¨9 ¨15¨
8 ¨13 ¨17 Æ

 …Ë«Ëœ :u! 5ï«Ë;ñ

14

 Æ…Ë…“:Ëb! Wï«Ë«ñb:OÄ ÂWz :u! v|Wï«u:OÄ vï«œô Ë «œËWî12 ¨73 ¨11 ¨96 ¨45 ¨21 ¨16 ¨98 ¨13 Æ 15

…ËWA:OÄ :u! 5ï«Ë;ñ

:u! p:Oì:uÄ ñWÙWì ¨W|«bî…œ“«Ëœ vì:uÄ Wì d:OKÅ vÅWëWJÅu8 Ë W|«bî…œ“U| vì:uÄ Wì s|dOÅ
s|dOÅ ÈWëWJÅu8 Ë d:OKÅ vïœñ«ó§˘WÙ ÈñWÖWz «ñbîU$Wz Êœñ«ó§˘WÙ ñWM:|uï vïœdJ|ñU|œ

 Â…œ“U| vì:uÄ Wì XOï«e! ñWÖWz …bïWÇ30 Â…œ“«Ëœ vì:uÄWì Ë ñUëbM:|u825  øW|WÙ ñUëbM:|u8

16

 ÈWï«Ë7 1-1

 ÈW˘Wî:uë1
 ÈW˘Wî:uë2
 ÈW˘Wî:uë3
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ÈË«œËË;ñ ÈñWÖWz vïœdJ|ñU|œ W! X¶fi|u:OÄ ÊUëWOOëWî…;ñWÙ …ËWïœdJOèU" ÈW!ñ:Ë“ WìAX:O!…œ
ÈË«œËË;ñ «b?J:O??"U??ëW??ìBv??ëW??î…;ñW??Ù p:O<W??ë È…ËW??z ÈñW??ÖW??z XO??ï«e??! È…ËW??z „…Ë ÈœW??":u??"U???Ù

v¶fiOì W! v~ï…œ Ë X:O!«ñœd:|ó§˘WÙ725ñWÖWz W|:u! ¨WOOïUL:OK< ÈUÖe:|ñUÄ Wì ËWz XOï«e! ñWÖWz X:O!«œ
BË ©©vïUL:OK< Wì X:O!Ë«ñœd:|ó§˘WÙ v<Wë ®® ÈË«œËË;ñAv¶fiOì W! v~ï…œ X:O! p:O<Wë®®725

vM|;d!ñ…œ :u! sM:OÙ…œñUëW!              vMO<Ëuï ÊWë…œñUë «bO|ñUëdO! Èñ«u!Wì ÈWï«ËWz ¨©©X:O!«œ
ÈœWM"UÙAXOï«e! ñWÖWzBÆv3ñWî ÈñWÖWz s:O˘…œ …ñWÖWz ËW! Ë X:O!«b|ËË;ñ

ÊUëW$UîUz

•…ËW¶:|“:Ëœ…œ p:|Ë«œËË;ñ ÈñWÖWz
Wë È…ËWz vMOï«“W!

ÆÈœW":u"UÙ d" vJ:|Ë«œËË;ñ
•ËËœ v|:u8W!ñW< v3ñWî

Ë †Uë…b|ñU|œ Ë«œËË;ñ
ÆsM:OÙ…b|ñUëW!

•d~¶AÖ ÈñWÖWz ÈU<U|
ÆX:OM:OÙ…b|ñUëW! Ë †Uë…œñU|œ

ÊUë…Ë«ñ«“
Vocabulary
v3ñWî ÈñWÖWz

ÊUëW|:u8W!ñW< …Ë«œËË;ñ

d~¶AÖ ÈñWÖWz

ÈWï«Ë22
sï«u"…œ ÊUëWO|ñUOî«;ñ …Ë…ñWJOÅ

ÊUëWOã«dÖ:uL:|œ Ë«ñb:OÄ W! 7<W§! XAÄ

vïœdJOMO§A:OÄ :u! ÊUë…ñWÖWz Ë

ÆÊœñ«ó§˘WÙ vïUëWîU$Wz

øvÇ:u!

Conditional and Total Probabilities

Conditional probability

Independent events

Total Probability

v3ñWî ÈñWÖWz

P A B( / )

v3ñWî ÈñWÖWz ÈW<UM:OÄ

U!BÈWïuLï v|UÅ:u! Wì X:O! vëWî…;ñWÙ vJ:|Ë«œËË;ñ ñWÙSp:O"Uë Æ†«œ…œËË;ñ «œÆ
„…Ë p:|Ë«œËË;ñ È…ËWz ÈñWÖWzA:v3ñWîW! ñUºîWëW| :u! †«b!ËË;ñBÆX:O!«b|ËË;ñ

∫X:|dë…œW<UM:OÄ W|…u:OÅ ÂW!

vï«œËË;ñ ÈñWÖWz ∫…ËW¶:|ñbM:|u8…œ W|…u:OÅ ÂW!               ÈUL:OÙAp:O3ñWî W!BÆX:O!«b|ËË;ñ

P A B P A B
P B( / ) ( )

( )==
∩∩

P A B( / )

P B( ) ≠≠ 0

W‡‡‡‡ïu‡‡‡Lï1„W|WÖ…ñu"10Wì W|«b:O" ÈñËu< È:uÖ1U"WÙ10Ë ¨ÊË«dJ<Ëuï…;ñ5…ñUî˛ W! 5Å È:uÖ

Wì ÊUëWëU"1U"WÙ9W! WëW|:uÖ È…ËWz ÈñWÖWz Æ«dA:Oë«;ñ WëWÖ…ñËu" Wì „W|:uÖ ÆÊË«dJ<Ëuï…;ñ

…ñUî˛9Æ…Ë…“:Ëb! XO!ñËu< Ë X:O!«dJ<Ëuï…;ñ

∫Wì WOO¶|d! ÂWëW| È:uÖ vïUA:Oë«;ñ v"UëWì ÊUë…ñWÖWz v|UÅ:u!

ÈË«œËË;ñBW"«Ë ©©ñËu< È:uÖ®® Wì WOO"d!

ÈË«œËË;ñA…ñUî˛ W! WëW|:uÖ®® Wì WOO¶|d!9W"«Ë ©©X:O!«dJ<Ëuï…;ñ

.

ñUJOÅ

10 9 8, , 7 6 5, , , 4, 3, 2, 1, 9, 7, 5, 3, 1, }{
10 9 8, , 7 6 5, , , 4, 3, 2, 1, }{

9 9 }{.
Wì WOO¶|d!           ÈË«œËË;ñ ÂüW!9 }{. A B∩∩

d~¶AÖ ÈñWÖWz Ë v3ñWî ÈñWÖWz

ÈWï«Ë 82-1

,
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                      Ë                  X:OÇ…œñ…œ ËuA:OÄ È…ËWìP ‘WîWì
 v<Ëuï…;ñ WëW|:uÖ È…ËWz ÈñWÖWz ¨W"«ËWë9 W"Uë…œ …ñËu< XOï«“ ñWÖWz X:O§"d~˘WÙ È

Wë…Ë«dA:Oë«;ñ W|:uÖ vïËu!ñËu< v3ñWî Wë X|…b! …ËWz v$ñW< W¶fi|u:OÄ Æ
 Æ…Ëu!u|;ñ:uÖ vïUë…ñWÖWz v|UÅ:u!

P B( ) == 10
15P A B( )∩∩ == 1

15
P A B P B

P A B( / ) ( )
( )

==
∩∩

== ==

1
15
10
15

1
10

P A B( / ) == 1
10

10 9 8, , 7 6 5, , , 4, 3, 2, 1, }{
 ÈË«œËË;ñ ËA W! „W|:uÖ vïUA:Oë«;ñ®® W! Ëu!9 „W|WÖ…ñËu" Wì ©©X:O!«dJ<Ëuï…;ñ10W! X:O!«b:O" È:uÖ

1 U"WÙ10 ÈË«œËË;ñ vï«œËË;ñ †Uë…œ«Ë ‘WîWz W|«b:O" ÈË«dJ<Ëuï…;ñA p:O"UëBÈñWÖWz
 W! X:O! „W|:uÖ vïœñ«ó§˘WÙ9 Ê«u:Oï Wì X:O!«dJ<Ëuï…;ñ10 W! Ë«dJ<Ëuï…;ñ È:uÖ1 U"WÙ10 Æ     W"«Ë ¨1

10

 «dA:Oë«;ñ „W|WÖ…ñu" Wì „W|:uÖ10 W! W|«b:O" ÈñËu< È:uÖ1 U"WÙ10 Ë …Ë«dJ<Ëuï…;ñ5W! 5Å È:uÖ
 Wì vïUëWëU" …ñUî˛1 U"WÙ9 …ñUî˛ W! Wë…Ë«dA:Oë«;ñ W|:uÖ È…ËWz ÈñWÖWz Æ…Ë«dJ<Ëuï…;ñ3

 øWMOÅ WëW|:uÖ XOï«“ ñWÖWz ¨…Ë…“:Ëb! X:O!«dJ<Ëuï…;ñ

   …b§˘ËWÙ

 ÈUÖe:|ñUÄ Wì p:|ñ…b~ï…œ È…ËWz ÈñWÖWz5Wì X:O!œñ«ó§˘WÙ vJ:|Ë«ñu:O˘UÄ W|Wï«ËWì X:O!
Æ…Ë…“:Ëb! X:O!Wï ÊUëWOOë…ñW< …Ë«ñu:O˘UÄ
 ÈUÖe:|ñUÄ Wì p:|ñ…b~ï…œ È…ËWz ÈñWÖWz1 ÈË«ñu:O˘UÄ W! v~ï…œ Ë X:O!1 Æ…Ë…“:Ëb! X:O!«œ

   …b§˘ËWÙ

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡Lï2©Ê«ñ«“WÙ W!® ÊUëW~ï…œ ñW§î«ñW! ÈW¶A8 Wì
 ñW<W! X:|dë…bÅW!«œ5Wì p:OëW| ÈUÖe:|ñUÄ

«b:O" v"W|Uë:ËñW< vïœñ«ó§˘WÙ Wë ÊUëW"üË
 ÈË«ñu:O˘UÄ p:O"Uë X:|ñœ…bîU$Wz1 ÈË«ñu:O˘UÄ Ë2

 Æs! vë…ñW< ÈË«ñu:O˘UÄ ËËœ

 UÖe:|ñUÄ ÈË«ñu:O˘UÄ1 ÈË«ñu:O˘UÄ2 WJ|œ vï«ËWz

1
2
3
4
5

581
345
349
260
148

472
336
207
210
197

5
4
3
3
5

 ÈË«ñu:O˘UÄ :u! v~ï…œ p:|ñ…b~ï…œ È…ËWz ÈñWÖWz1…ñ…b~ï…œ ËWz XOï«e! ñWÖWz ¨…Ë…“:Ëb! X:O!«œ
 ÈUÖe:|ñUÄ Wì3 øW|

 ÈUÖe:|ñUÄ Wì p:|ñ…b~ï…œ È…ËWz ÈñWÖWz2 ÈË«ñu:O˘UÄ :u! v~ï…œ Ë X:O!2 ø…Ë…“:Ëb! X:O!«œ

GC

Ü

 ñWÖWzA ÈË«ñu:O˘UÄ W! v~ï…œ®® ÈË«œËË;ñ1 Ë ©©X:O!«œB ÈUÖe:|ñUÄ Wì Wë…ñ…b~ï…œ®®3©©X:O!«œ
 Æ                                        ÈË«œËË;ñ ÈñWÖWz È…ËWM|“:Ëœ Wì WOO¶|d! Ë«dë«Ë«œ «ËWzA ñWÖWzB

  Æ†«b!ËË;ñ

 ñWÖWzA ÈUÖe:|ñUÄ Wì Wë…ñ…b~ï…œ®® ÈË«œËË;ñ2 Ë ©©X:O!B ÈË«ñu:O˘UÄ W! v~ï…œ®®2©©X:O!«œ
 Æ            ÈË«œËË;ñ ÈœWM"UÙ ÈñWÖWz È…ËWM|“:Ëœ Wì WOO¶|d! Ë«dë«Ë«œ «ËWz

   ÂüW!
 ¨W"«ËWë

GC

Ü

GC

Ü

   ñUJOÅ

P A B( / ) .== ≈≈349
559 0 624

A B∩∩

P A B P A B P B∩∩(( )) == ××( / ) ( )
P A B( / ) == 336

1422P B( ) == 1422
3125

P A B( ) .∩∩ == ×× ≈≈1422
3125

336
1422 0 108
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 W‡‡‡‡ïu‡‡‡Lï3ÈñWÖWz ¨5Å Ë ñËu< vëWî…ñWÙ W! ñ«“…œñW! ËËœ vï«b˘WÙ È…ËWïœdJOèU" :u! …ËW¶:|;ñW~! ñWÖWz

 ø…Ë…“:Ëb! s! †Ëu3 ÊËWë…œñ…œ Wë…ñ«“ …œñW! ËËœ ñW<Wì È…ñUî˛ ËËœ ËWz È…ËWz

 ñWÖWzA Ë ©©Wë…ñËu< …ñ«“…œñW! ñW<Wì †Ëu3 vëW|…ñUî˛ vM"ËWëñ…œ®® ÈË«œËË;ñBvM"ËWëñ…œ®®
 ¨                               «ËWz X:O! ©©WëWMOÅ …ñ«“…œñW! ñW<Wì †Ëu3 vëW|…ñUî˛

 «ËWz ¨Ê:u8W!ñW< Wë…Ë«œËË;ñ ËËœ È…ËWzñW!Wì

 ÈË«œËË;ñ ÈñWÖWz «ËWz ¨sOÅ ÊU|d"ËWz Ë ñËu< ÊUOJ:OëW| ¨«b˘WÙ †ñ«“ …œñW! ËËœ ñWÖWzA
ÈË«œËË;ñ vï«œËË;ñ ñW< W"UëUïñUë ©©Wë…ñËu< …ñ«“ …œñW! ñW<Wì †Ëu3 vëW|…ñUî˛ vM"ËWëñ…œ®®

B…Ë«œËË;ñ ËËœ ÂWz ¨vï«œWïËË;ñ ÊU| ©©WëWMOÅ …ñ«“ …œñW! ñW<Wì †Ëu3 vëW|…ñUî˛ vM"ËWëñ…œ®®
 ÆÊ:u8W!ñW<

 ÈË«œËË;ñ ñWÖWzA ËB ‘WîW!                               «ËWz ¨s!:u8W!ñW<

 Wë…Ëu"ËWëñ…œ …ñUî˛ ËËœ vîW3ñW< È…ËWz ÈñWÖWz ¨5Å Ë ñËu< ¨«b˘WÙ Èñ«“…œñW! ËËœ “U§:|;ñ8
v|UÅ:u! ñWÖWz …ËW¶|WJ§äU< WëWîU$Wz XOï«u"…œ øW"Ëu3 WëWîW3ñW< XOï«“ ñWÖWz ¨…Ë…“:Ëb! X:O!

Ë „W|ôWì œdëñUî˛WÙ XïUëWï«œ È…ñUî˛ Ë vMJAÄ †WOOëWî…;ñWÙ …ËWïœdJOèU" ËWz vïUë…ñWÖWz
:u! Xî…ËËœ È…ó:|;ñ ¨œdëñUî˛WÙ d" vëW|ôWì           ÈË«œËË;ñ vï«œU<UÄ ÈWïUï«œ ËWz È…ñUî˛

 Æ…ËWO|“:Ëœ ÂWëW|

   …b§˘ËWÙ

   ñUJOÅ

 ÊUëW|:u8W!ñW< …Ë«œËË;ñ

 :u8W!ñW< ÈË«œËË;ñ ËËœ ÈW<UM:OÄ

 ÈË«œËË;ñ ËËœ W!A ËBñWÖWz :u8W!ñW< ÈË«œËË;ñ ËËœ X:|d"Ë…œ vëWî…;ñWÙ vëW|…ËWïœdJOèU" Wì
 ñWÖWz U"«Ë ¨ÊU|d¶|ËWz vï«œWïËË;ñ ÊU| vï«œËË;ñ ñW< W"UëWïñUë ÊUOJ:OëW| ÈË«œËË;ñ ÈñWÖWz

 Æ                             ËP B A P B( / ) ( )== P A B P A( / ) ( )==

  Ë«œËË;ñ ËËœ vïËu!:u8W!ñW< v3ñWî

 ÈË«œËË;ñ ËËœA ËB ñWÖWz :u8W!ñW< ÈË«œËË;ñ ËËœ WM!…œ vëWî…;ñWÙ vëW|…ËWïœdJOèU" Wì
 Æ

P A B P A( / ) ( )==

 ÊU| P A P A B P A B
P B( ) ( / ) ( )

( )== == ∩∩P A B P A P B( ) ( ) ( )∩∩ == ××

P A B P A P B( ) ( ) ( )∩∩ == ××

P A P B( ) ( )== == 1
2

P A B P A P B( ) ( ) ( )∩∩ == ×× == ×× ==1
2

1
2

1
4

A B∩∩

1
1
1
1
1
1

1 1 2
2 2 2

2
2
2
2

1 3
3
3
3
3
3

3
4
5
6

3
4
5
6

2
3
4
5
6

1
2
3
4

4
4
4
4
4
4

5
6

1
2
3
4
5

5
5
5
5
5
56

1
2
3
4
5
6

6
6
6
6
6
6
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W‡‡‡‡ïu‡‡‡Lï4Wì v"ñUë ËËœ œWL4Wz52U! ¨UA:Oë«;ñ ÈñU| v"ñUëA
Ë åX:O! ©UÅ® v"ñUë ÂWëW| v"ñUëò ÈË«œËËñBÈË«œËË;ñ

ÆåX:O! ©UÅ® v"ñUë Â…ËËœ v"ñUëò

v"ñUë Â…ËËœ v"ñUë vïUA:Oë«;ñ g:OÄ œWL4Wz
ÈË«œËË;ñ ËËœ U|Uz ¨…Ë…bï«;ñWÖ vîWëW|AËB

Æ…Ë…“:Ëb!             vï«œËË;ñ ÈñWÖWz øÊ:u8W!ñW<

Wë…Ë«œËË;ñ ËËœ U|Uz ÆUA:Oë«;ñ vî…ËËœ v"ñUë ¨…ËW¶:OM:|;ñW~! ÂWëW| v"ñUë œWL4Wz È…ËWz :v!W!
Æ…Ë…“:Ëb!             vï«œËË;ñ ÈñWÖWz øÊ:u8W!ñW<

GC

Ü
A B∩∩

A B∩∩

ËWz ÈW˘Wî:uëWì52¨ÈñU| ÈW"ñUë4ÈË«œËË;ñ ÈñWÖWz W|©UÅ® v"ñUë ÊUO"ñUëAW"Uë…œ
vï«œËË;ñ ÈñWÖWz …u:OÅ ÊUîWÙW! Ë ¨BWJïuÇfl ¨                           W"Uë…œ

ÈñWÖWz ¨W"«ËWë Æ…ËW"…Ë«dM:|;ñWÖ ÊUëW"ñUë ÈW˘Wî:uë :u! ÂWëW| v"ñUëBWë vï«e! ñWÖWzA
WìWO¶|d! ÈœW":u"UÙËËœ Wë :vM:O*W<…œ …ËWz ‘WîWz

∫Ê:u8W!ñW< Wë…Ë«œËË;ñ

vï«œËË;ñ ÈñWÖWzAvï«œËË;ñ ÈñWÖWz Ë                            W"Uë…œBW"Uë…œ¨
W! …Ëu! ÂWëW| v"ñUë vïUA:Oë«;ñ ‘UÄ WëW˘Wî:uë WJïuÇ51Wë †ñUë3¨W|«b:O" È©UÅ® v"ñUë

ÈñWÖWzBWë XOï«e! ñWÖWzAÈñWÖWz W! X:O!Uï ÊUfiëW| ÈœW":u"UÙBW"«Ë ¨
Æ5ï :u8W!ñW< Wë…Ë«œËË;ñ ËËœ Wë X:OM:O*W<…œ …ËWz ‘WîWz

GC

Ü

ñUJOÅ

P A( ) == ==4
52

1
13

P A( ) == ==4
52

1
13

P B( ) == ==4
52

1
13

P B A P B( / ) ( )== == ==4
52

1
13

P A B P A P B( ) ( ) ( )∩∩ == ×× == ×× ==1
13

1
13

1
169

P A B P A P B A( ) ( ) ( / )∩∩ == ×× == ××1
13

3

ÈË«œËË;ñAÈË«œËË;ñ Ë ©©X:O! vá< ÂWëW| È:uÖ®® Wì WOO¶|d!B‘…;ñ Â…ËËœ È:uÖ®® Wì WOO¶|d!
ÆÂ…ËËœ È:uÖ vïUA:Oë«;ñ g:OÄ WëWÖ…ñËu" ËUï …ËW|«dï«;ñWÖ ÂWëW| È:uÖ XOï«“ ñWÖWz ©©X:O!

„W|WÖ…ñu"5Ë vá< È:uÖ3p:|ñU! ñWÙWì «dA:Oë«;ñ „W| È«ËœWì „W| :uÖ ËËœ ¨W|«b:O" vÅ…;ñ È:uÖ
øUï ÊU| Ê:u8W!ñW< Wë…Ë«œËË;ñ ËËœ U|Uz WJ§|ñU|œ

ÈË«œËË;ñAÈË«œËË;ñ Ë ©©X:O! vá< ÂWëW| È:uÖ®® Wì WOO¶|d!B‘…;ñ Â…ËËœ È:uÖ®® Wì WOO¶|d!
ÆÂ…ËËœ È:uÖ vïUA:Oë«;ñ g:OÄ WëWÖ…ñu" ËUï …ËW|«dï«;ñWÖWï ÂWëW| È:uÖ XOï«“ ñWÖWz ©©X:O!

…b§˘ËWÙ

GC

Ü

d~¶AÖ ÈñWÖWzTotal Probability

v|WïuLï v|UÅ:u! …Ë…ñ«u8 È…u:OÅ ¨«b˘WÙ ÈñËu< Ë 5Å ÊUë…ñUî˛ Èu˘UáÅWÅ ËËœ Ê«“:u<
ËËœ vîW3ñW<® ÈË«œËË;ñ ñWÖWz Æ†«œ…œ ÊUAOÄ WOëWî…;ñWÙ …ËWïœdJOèU" ÂWz vïUë…ñWÖWz

Ω Ëu"ËWëñ…œ È…ñUî˛kÆ…Ë…b! …Ë…ñ«u8 ÈWï«ËWz vîü…Ë ©

vëôUÇ

Ak

ÈWï«Ë11 2-1

P(B/A) ≠ P(B)

3
51P(B)= = 1

17

1
17 = 1

221
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¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ∫…ËW<ËuM! W˘Wî:uë È…u:OÅ ñW<Wì s:|œ È…ËWï«œËË;ñ ÂWì WëW|ñWÙ
Æ…Ë…“:Ëb! p:|Ë«œËË;ñ ñWÙ ÈñWÖWz        ¨        ¨      ¨     ¨

Ω ÊUOïUë…ñWÖWz vîW3ñW< Wë W!UOM˘œ ÊUÅUÄ1Æ

.1

ÆÊUO3 ÈË«œËË;ñ ËuA:OÄ ÈWï«Ë«œËË;ñ ËËœ ËWì ÂUë WJ§|ñU|œ .2

Æ…ËuA:OÄ vïUë…Ë«œË;ñ Wì p:|Ë«œËË;ñ W! ñW< WOëWî…;ñWÙ …ËWïœdJOèU" ÂWz :u! W"ËWëñ…œ ÂUë WJ§|ñU|œ .3

ÈË«œËË;ñ ¨…ËW<ËuM! W˘Wî:uë È…u:OÅñW<WìBWì Ëu"ËWëñ…œ È…ñUî˛ ËËœ vîW3ñW<®5d"U|“
Æ…Ë…“:Ëb! ÈœWM"UÙ ÈñWÖWz ÊUÅUÄ ©WOï

.4

¨ ¨ ¨ ∫…ËW<ËuM! W˘Wî:uë È…u:OÅñW<Wì X:|œ ÈWï«Ë«œËË;ñ ÂWì WëW|ñWÙ
¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

Æ…Ë…“:Ëb! ÊU|WëW|ñWÙ ÈË«œËË;ñ

.5

Æ Ω ÊUë…Ë«œËË;ñ ÂW3ñW< Wë ËuA:OÄ ÈñUO<dÄ Wì W!UOM˘œ

¨5<ËuM! 5ï«u"…œ ¨ËuA:OÄ vëôUÇ W! 7<W! XAÄ

ÆÂW3ñW< ÈñWÖWz ÈU<U| Wì W"W§|U" vJ:|ñU! ‘WO|bï…u|WÄ ÂWz

.6

1
1
1
1
1
1

1 1 2
2 2 2

2
2
2
2

1 3
3
3
3
3
3

3
4
5
6

3
4
5
6

2
3
4
5
6

1
2
3
4

4
4
4
4
4
4

5
6

1
2
3
4
5

5
5
5
5
5
56

1
2
3
4
5
6

6
6
6
6
6
6

A2A3A4A5A6A7
A8A9A10A11A12

B A∩∩ 2
B A∩∩ 6B A∩∩ 7

B A∩∩ 3
B A∩∩ 5

B A∩∩ 4
B A∩∩ 8B A∩∩ 9B A∩∩ 10B A∩∩ 11B A∩∩ 12

P B( )

P B P B A P B A P B A( ) ( ) ( ) ... ( )== ∩∩ ++ ∩∩ ++ ++ ∩∩2 3 12

d~¶AÖ ÈñWÖWz ÈU<U|

Wì „W|W"ËWëñ…œ ñWÙ ¨vëWî…;ñWÙ vëW|…ËWïœdJOèU" Wì s! p:|Ë«œËË;ñ bïWÇ      ¨ÆÆÆÆ ¨     ¨     ñWÖWz
ñWÖWz ¨Wï«Ë«œËË;ñ ËWì X:O! p:OëW| vïUëW"ËWëñ…œB…ËWïœdJOèU" vïUë…Ë«œËË;ñ Wì p:|Ë«œËË;ñ

«ËWz ¨X:O! WëWOOëWî…;ñWÙ

A1A2An

P B P B A P B A P B An( ) ( ) ( ) ... ( )== ∩∩ ++ ∩∩ ++ ++ ∩∩1 2

W‡‡‡‡ïu‡‡‡Lï560%d¶Oï«ËWz Ë v¶fiï«“ vIì È…ËWïœdJOèU" ÈñUÖ“;ñ v|…œUîUz vîW|…eï«Ëœ vì:uÄ vï«ñUëbM:|u8 È
v¶fiï«“ vÅW! vïËuÇñ…œ È…ó:|;ñ ¨«bîU$Wz ÊUO|…ó:|Ë vIì È…ËWïœdJOèU"70%vÅW! Ë

v|…ó:|Ë60%È…ËWz ÈñWÖWz «ñœd:|ó§˘WÙ vëWî…;ñWÙ W! ÂW|…œ“«Ëœ vì:uÄ vJ:|ñUëbM:|u8 ¨Ëu!
ø…Ë…“:Ëb! X:O!ËuÇñ…œ Wë…ñUëbM:|u8

5M:OÙ…œñUëW! Wï«Ë«œËË;ñ ÂWz
SÆ©©X:O!«œ ÂU$Wz v¶fiï«“ vIì È…ËWïœdJOèU" Wë…ñUëbM:|u8®® ∫
LÆ©©X:O!«œ ÂU$Wz v|…ó:|Ë vIì È…ËWïœdJOèU" Wë…ñUëbM:|u8®® ∫
AÆ©©X:O!ËuÇñ…œ ÊUëWOO¶AÖ WïËuî“Wz Wì Wë…ñUëbM:|u8®® ∫

ñUJOÅ
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ÜO

 «b|ñUëdO! Wì ÊËu§î«Ë…œñW!

  ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

1ÈË«œËË;ñ ËËœ :u! ÊU|d" ÈËWz Ë :u8W!ñW< ÈË«œËË;ñ ËËœ :u! ÊUOJ:OëW| …ËWM:ON! WïuLï ËËœ
 Æ:u8W!ñW<Uï

2 ø†UJ! Ê«œU<UÄ …ËWëW|W! :u8W!ñW< ÈË«œËË;ñ ËËœ …ËW¶|“:Ëœ…œ p:|ñWÖWz Ê:uÇ
3 Æ…ËWJ§ïËË;ñ :u8W!ñW< ÈË«œËË;ñ ËËœ ËUO3 ÈË«œËË;ñ ËËœ Ê«u:Oï È“«ËUO3

4A ËB  Ë                 Ë                 vëWî…;ñWÙ vëW|…ËWïœdJOèU" Wì ÊË«œËË;ñ ËËœ
 …ËWJ§ïËË;ñ †WëWîü…Ë øÊ:u8W!ñW< Wë…Ë«œËË;ñ ËËœ U|Uz ª…Ë…“:Ëb!                ª

5A ËB Ë                    vëWî…;ñWÙ vëW|…ËWïœdJOèU" Wì s!:u8W!ñW< ÈË«œËË;ñ ËËœ
 Æ…Ë…“:Ëb! WïUîWz

 Ë«dëW¶<«;ñUz vïUM:OÙ«;ñ

65% Æsâë d" vï«ËWz Ë Ê;ñuë d:OìËWÙ v|…œUîUz vï«ñUëbM:|u880%ÈËË“…ñUz ÊUëWâë È
 Ë W|WÙ ÊU|…ËWïbM:|u855%W! ÊUOJ:|ñUëbM:|u8 ¨W|WÙ ÊU|…ËWïbM:|u8 ÈËË“…ñUz ÊUë…;ñuë È

 ø…bïWÇ X:O!WÙ È…ËWïbM:|u8 ÈËË“…ñUz …ñUëbM:|u8 ËWz ÈñWÖWz œñ«ó§˘WÙ vëWî…;ñWÙ

   …b§˘ËWÙ

P A( ) == 3
4P B( ) == 1

3
P A B( )∩∩ == 1

6P A B( / )

P A( ) .== 0 2
P B( ) .== 0 3

GCP A B( )∩∩P A B( )∪∪êP A B∩∩(( ))P A B∪∪(( ))

ËËœ Wì p:OëW| WOOëWî…;ñWÙ …ËWïœdJOèU" ÂWz vïUëW"ËWëñ…œ Wì „W|W"ËWëñ…œ ñWÙ …ñU|œ „…Ë
 ÈË«œËË;ñS ÊU|L5ï«u"…œ W"«ËWë †«œUï ÂU$Wz …ËWJ:OÄ ÊUOëËËœñWÙ ÂüW! †«œ…œ ÂU$Wz

 Æ5M:ON!ñUëW! ÂW3ñW< ÈñWÖWz

 ÂüW!
 W"«ËWë

 Æ5M:|uM! v¶8…ñœ ÈW¶A8 W! Wë…ñUO<dÄ 5ï«u"…œ
P A P A S P A L( ) ( ) ( ) . . .== ∩∩ ++ ∩∩ == ++ ==0 42 0 24 0 66

P A L P L P A L( ) ( ) ( / ) . . .∩∩ == ×× == ×× ==0 4 0 6 0 24
P A S P S P A S( ) ( ) ( / ) . . .∩∩ == ×× == ×× ==0 6 0 7 0 42

P A P A S P A L( ) ( ) ( )== ∩∩ ++ ∩∩

 ÈWï«Ë13 2-1

 v¶fiï«“ v|…ó:|Ë

 ÊËuÇñ…œ ÊËuÇWïñ…œ ÊËuÇWïñ…œ  ÊËuÇñ…œ
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  ÊœdJ:O3W§:O3 Ë ÊUM:OÙ«;ñ

6A ËB                           Ë                  Ë                  Ê:u8W!ñW< ÈË«œËË;ñ ËËœ
 Æ…Ë…“:Ëb!                 Ë

7 v|…ËWïœdJOèU" ÈñWÖWz Æ„W| È«ËœW§ëW| «b˘WÙ ñU3 :v< v|«eïUë vëW|…ñUÄ WÇñUÄ œ«“ËWï
 p:O"Uë …Ë…“:Ëb!A Ë ©©d:OÅ Wì X:O§"ËWëñ…œ d"U|“ †W8®® ∫Bvï«b˘WÙWì †W8®® ∫

 Æ©©X:O§"ËWëñ…œ ÂWëW|
8A ËB ÆvëWî…;ñWÙ vëW|…ËWïœdJOèU" Wì ÊË«œËË;ñ ËËœ

 Æ                             ¨                   ¨
 Æ…ËWJ§OïËË;ñ øÊ:u8W!ñW< Wë…Ë«œËË;ñ ËËœ U|Uz Æ…Ë…“:Ëb!

P A( ) == 3
8P A B( )∩∩ == 1

8 P B( ) == 1
3

P A B( / )

P A B( / )

P A B( / )

P B A( / )

P A( ) .== 0 5P B( ) .== 0 3P A B( ) .∩∩ == 0 15

9 È“U<WAOÄ U!…ñUë vÄ:u˙Ö vïUM:ONîWÙñW! :u! †«;ñuã ÈUOïUáî:uë3X:|dÖ…œ…Ë:u8 Wì WÖñUë
 ÂWëW| ÈWÖñUë vîWÙñW! Æ©v"W|WÙ®40%¨W|WëUOïUáî:uë vïUëWîWÙñW! ÈËuîWÙ
 ÈWëWÖñUë ËËœWì WëW|ñWÙ «bJ:O"UëWìd"30%ÆX:OM:|bîWÙñW! ÊUëWîWÙñW! XAÖ È

 W"Uë…œ ÊœËufi:O! ÈWïUÄ:u˙Ö ËWz È…ó:|;ñ …Ë…d" vëW|ôWì20%ÈWÖñUë vïUM:ONîWÙñW! Wì
 …Ë ÂWëW|15% …Ë Â…ËËœ ÈWÖñUë vïUM:ONîWÙñW! Wì10%ÈWÖñUë vïUM:ONîWÙñW!Wì

 Æ©…œufi:O! WëWÄ:u˙Ö XOï«e! ñWÖWz® ÂWO:O<
ÈñWÖWz …Ë ø…bïWÇ X:O!œËufi:O! WëWÄu˙Ö ÈñWÖWz «ñœd:|ó§˘WÙ vëWî…;ñWÙ È…u:OÅW! p:OÄ:uKÖ

 ø…bïWÇ X:O!œËufi:O! X:O! ÂWO:O< ÈWÖñUë vîWÙñW!Wì È…ËWz
10 ‘“ñ…Ë :vÄ vÄ:u" :u! d:OìËWÙ váO"70%È…Ë…ñ…œWì d¶Oï«ËWz Ë ‚«dOà ËUïWì vïUëWO|ñU| È

ËüË ËUïWì È…ËWïœd! ÈñWÖWz ¨†«œ…bîU$Wz †ü WìWOO¶|d! †0.6 …Ë…ñ…œWì Ë0.5 Æ
ÈñWÖWz ø…bïWÇ È…ËWïœd! ÈñWÖWz †«œ…bîU$Wz „WO|ñU| WëWáO" Ëu"UÙ«œ ÈW¶ãW4

Ë ËUïWì WëWO|ñU| vï«bîU$Wzü ÆX:O!…Ë«d! Wë ø…bïWÇ «b"
11150Wì ÊUM:OÙ«;ñ vïUëWìu8 v¶ÅñWÄñW< U¶<:uîUî

:v< WëWìu8 È…ËUîWì Ë ÊWë…œ ÈñUëdO! Ë ÊUëW¶fiï«“
Ë …ËWM"ËWï«Ë Ë ÊUë…ñUO<dÄ ÈñUJOÅ® vëôUÇ ñ:u3

 ÆÊ…œ…bîU$Wz ©†ñ:uÄ«;ñ vMO<Ëuï
ÊUë…ñUO<dÄ ÈñUJOÅ

 Xfiï«“

 ÈñUëdO!

 ÂW3ñW<

…ËWM"ËË Wï«Ë†;ñ:uÄ«;ñ vMO<Ëuï ÂW3ñW<

451890 27
33960 18
7827150 45

ÈñUJOÅò Ë å†Uë…œ ÈñUëdO! vìu8 vïËuÇ«œ«ËœW!ò ÈË«œËË;ñ ËËœ U|Uz
 ÆÊ:u8W!ñW< ÈË«œËË;ñ ËËœ å†Uë…œ ÊUë…ñUO<dÄ

†ñ:uÄ«;ñ vMO<Ëuïò Ë å†Uë…œ ÊUëW¶fiï«“ vìu8 vïËuÇ«œ«Ëœ W!ò ÈË«œËË;ñ ËËœ U|Uz
 ÆÊ:u8W!ñW< ÈË«œËË;ñ ËËœ å†Uë…œ

GC

Ü

 ÈWï«Ë 142-1
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 …Ë«Ëœ :u! 5ï«Ë;ñ

…ËWA:OÄ :u! 5ï«Ë;ñ

 Æ…Ë…“:Ëb! WïUîWz ÈñWÖWz ¨«b˘WÙ Èñ«“…œñW! ËËœ Uï«œ

12 Wë…ñ«“ …œñW! ËËœ ñW< ÈWë…ñUî˛ ËËœ vîW3ñW<12 ÆX:O!

15ÊUAOï vJA|eÄ Èó:Oì:uë Wì Ê«dOÖñ…Ë :u! Ë«ñu:O˘UÄ „W|…ñUî˛ vïUë…d/ …Ë…ñ«u8 ÈW¶A8 ËWì
Wë XOï«“ ñWÖWz ÊUOJ:OëW|ñWÙ vïUë…d/ È«;dJ:O" È…ËWM|“:Ëœ W! WJ!Ë«ËW" WëW¶A8 ¨†«œ…œ

 ∫W|…ñ:u3 ÂW! Ê«dOÖñ…Ë Wì ÊUë…d/ È…ËWïœdë“ñW!
 ÈñUëdO!3 ÊUëW¶fiï«“ ª4 ÈeOK~MOz vïUî“ ª2 Èœñuë vïUî“ ª1

13 øX:O! „U" …ËWîWë vïW|ôW! Wë…Ëu"ËWëñ…œ …ñUî˛ ËËœ Wì „W|
14 Wì …ËWîWë vïW|ôW! Wë…Ëu"ËWëñ…œ …ñUî˛ ËËœ Wì „W|3 øX:O!d¶îWë

 ÊUëW¶fiï«“  ÈñUëdO!  ñUëbM:|u8

 Èñô

 «ñ:uì

 «bMOì

 ÈeOK~MOz vïUî“ Èœñuë vïUî“ «;dJ:O"

45

75

80

65

70

65

55

50

55

70

60

40

 ÈWï«Ë15 2-1
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W~ï…œ ËWz Èe:OÙ ¨ÈWëW˘U! ËËœ vïbïUA‹J:Oì È:uÙW! †Uë…œñ…œ p:O~ï…œ ñW!:uM< vëdfiO<
Wïüu3 ËWz v|«d:O8 Wë «bïUO$ñW< ÊU|Uï«“ Ë ÆWëWïbïUA‹J:Oì vïËu!œU|“ W! †Uë…œœU|“
vîñWÖ ÈWKÄ X:|dï«u"…œ ‘WîW! ¨vîñWÖ ÈWKÄ vïËu!œU|“ W! †Uë…œœU|“ ©WïbïUA‹J:Oì®

WïôËd:Oî ËWz vïUëW~ï…œ ÈË«ñb:OÄ …Ë…ñ«u8 ÈW¶A8Wì ÆWïôËd:Oî ËWz v~ï…œ vM¶fiO! W! X:|dJ§|ñU|œ
 Wì Wë ©«bëW|WëdÇ Wì …ñWì…ñWì È…ñUî˛ W!® X:|ËWë…œñ…œ15 Æ…Ë«dëñUî:u" “«ËUO3 vîñWÖ ÈWKÄ

È…ñUî˛ W!® vï«“ XïUëWìËd:Oî v~ï…œ Èe:OÙ ñWÖWz XOM:O˙îW‹! vîñWÖ ÈWKÄ XOï«u"…œ U|Uz
 Æ©«bëW|WëdÇ Wì vïUë…ñWì…ñWì

ÈËWz Wì ñUë ÊUOJ:OëW| ¨W|«b:O" ÈñUîUz ÈË«;ñ:uÖ ËËœ Wë …ËW¶:O!…œ ñUO<dÄ ñ:Ë“ vÅËu" ˜:Ëdî
 ÊU<UïñUîUz ËuA:OÄ ÈñUO<dÄ Wì „…Ë †Uë…œ ÊU|WJ|œ …ËWï«;ñWÖRegression:u! sM:OÙ…œñUëW!

 ÆË«dJ|ñU|œ vJ:|Ë«ñb:OÄ bïWÇ v:OÄW! WO|bï…u|WÄ …ñ:u3 ÂWz È…ËWMO˘:uJ:Oì
 ÊU<UïñUîUz ÊUë…ËWïœdJïËË;ñ W˘U8Scatter PlotÊ«u:Oï Èbï…u|WÄ Wì 7A|W~:O" :u! sM:OÙ…œñUëW!

 v<U!Ë ÆÈWë…e:OÙ Ë W¶<«;ñUz Ë Ë«;ñ:uÖ ËËœ ÊËu§¶<…u|WÄCorrelationWì s|;d!ñ…œ :u! ÊWë…œ
 ÆÈWëW¶<«;ñUz Ë Ë«;ñ:uÖ ËËœ Ê«u:Oï Èbï…u|WÄ Èe:OÙ

 È…ñUî˛ È:uÙW! p:|Ë«ñb:OÄ W˘Wî:uë v˙:OÙ vëW|WïuLï vïbï«uï È«œËWî ÊU<UïñUîUzrs:O˘…œ v:OÄ Wë
 v¶<…u|WÄ ÈWJ˘:uëËUÙCorrelation coefficient ÆÊu:OÄ…œ

 ÊUëWOO˙:OÙ WïuLï

 ÊUëW$UîUz

•vïbï«uï :u! v˙:OÙ ÈWïuLï
 Æ…ËW¶:|“:Ëœ…œ p:O˘Wî:uë

•:u! ÊUëWOO˙:OÙ WïuLï
ÊUëWOOMO§A:OÄ vï«bîU$Wz

 ÆX:OM:OÙ…œñUëW!

 ÈWï«Ë33Linear Models

»W3uî v¶<…u|WÄ

»W3uî Èñô

VìU< v¶<…u|WÄ

 VìU< Èñô

 WOOï v¶<…u|WÄ

  ÊUë…Ë«ñ«“
Vocabulary

 ©l3«d"® …ËWï«;ñWÖ
Regression
 ÊËu§¶<…u|WÄ
Correlation

 X<…u|WÄ ÈWJ˘:uëËUÙ
Correlation coefficient

 Êbï«uï s|d¶ÅU! v˙:OÙW¶<«;ñ

 ñWì…ñWì È…ñUî˛

 vîñWÖ ÈWKÄ

201620181716151715161517161714
897293848175708269838083818476

 …ËWï«;ñWÖ Regression

Wë …ñU|œ «Ë ñUºJ:|bïWÙ

ÈWA8Wï ÈUÙW! p:|Ë«ñb:OÄ W˘Wî:uë

Æ†Uë…b|ñU|œ v|WJ|eïW! v˙:OÙ

ËWz X:O!«œ †Uï«u" Wì ñWÖWz

«ËWz X|WJ§|ñU|œ W|WA8Wï

ÈWïU¶Å ËWz ËuîWÙ vï«u"…œ

W! ñW< s:|dë…œ vMO§A:OÄ

 Æ…ËWO<ËuMO! †WëW"W!U!

 øvÇ:u!

Line of best fit

 ÈWï«Ë 163-1
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ËËœ Ê«u:Oï Èbï…u|WÄ vïœdJ<U! :u! sM:OÙ…œñUëW! ÊUëWA8Wï vïUë…“«ËUO3 …ñ:u3 ÊU<UïñUîUz
ñWÖWz v"W§|U"W! Ê…œ…œ ÊUëWOO˙:OÙ WA8Wï vïUM:OÙñUëW! W! ñ:Ë“ vëWOO~ïdÖ ÂüW! ¨Ë«;ñ:uÖ

Wì sJ|eï Wë s"ËWëñU|œ «Ë Ë †ËWëñU|œW! ÊUë…ËWïœdJïËË;ñ W˘U8 Ê«u:OïWì e:OÙW! vëWO|bï…u|WÄ
 ∫†Uë…œ X:|œ ÈWîWz v<U! W|Wï«Ë ËWz …ËWzñW!Wì Æp:O˙:OÙW¶<«;ñ vïUM:ONJ:OÄ

 v˙:OÙ È…ËWï«;ñWÖ Linear Regression…ËWJ:OÄ e:OÙW! v˙:OÙ vëWO|bï…u|WÄ W! Ë«;ñ:uÖ ËËœ ñWÖWz ¨
 vJ:O˙:OÙW¶<«;ñ :u" «ËWz Ê«d¶<W! Êbï«uï s|d¶ÅU! Line of BestfitËWì s|;d!ñ…œ :u! X:OM:OÙ…œñUëW!

     ÆÊUëWOOMO§A:OÄ vï«bîU$Wz Ë WO|bï…u|WÄ
 ÊUëW|U3ËËœ s|d¶îWë ÈU~:|;ñLeast SquaresW! v¶fi|u:OÄ ÂüW! …œñË ñ:Ë“ W|U~:|;ñ ÂWz ¨

 ÆXOM:ON!ñUëW! d:Oîó! X:O!…œ ÊU| W|WÙ ñ:Ë“ ñUºëW| vëWO|ñU|d:Oî˛
 v|…ËWïœdJïËË;ñ ÈU~:|;ñGraphic Method¨Wë X:|dë…b|ñU|œ ÊUë…ËWïœdJïËË;ñ W˘U8 W|U~:|;ñ ÂWì

 ÆÊUëW˘U8 ËuîWÙ Wì X:O§J|eï Wë X:|dA:Oë…œ p:O˙:OÙW¶<«;ñ Ë sM:|uï…œ ÊUë…Ë«ñb:OÄ ÈW¶A8 vïUë…Ë«ñb:OÄ
 ñW|Uî v˙:OÙW¶<«;ñ ÈU~:|;ñMayer Line¨v|WJ|eïW! ÊUfiëW| vÅW! ËËœ :u! ÊUë…Ë«ñb:OÄ W|U~:|;ñ ÂWì

W˘U8 WOï ÃñWî Wë WëWK:OÙW¶<«;ñ ñW<Wì ¨X:|dë…b|ñU|œ ¸U8ËËœ Ë Èó:|ñœ ÈñU!Wì X:|dë…bÅW!
vïbï«uï s|d¶ÅU! v˙:OÙW¶<«;ñ W! ¨†«Ë;ñ…œ«œ W˘U8 ËËœ ËW! Wë ÈW˙:OÙW¶<«;ñ ËWz ÊUÅUÄ ¨s! ÊUë…Ë«ñœ

 Æs:Oï…œ«œ
W¶<«;ñ…ËUï ÈU~:|;ñMedian Method¨¸U8 :v< Ë ¨‘W! :v< W¶:|dë…œ ÊUë…Ë«ñb:OÄ W|U~:|;ñ ÂWì

Wë X:|d¶<W!…œ W˙:OÙW¶<«;ñ ËW! XAÄ ¨sM:|uï…œ WÅW! :v< ËWì p:OÅW! ÊU|WëW|ñWÙ Wë X:|dë…b|ñU|œ
ÂWO:O< Ë ÂWëW| vÅW! Wë †«Ë;ñ…œ«œ W˘U8 ËËœ ËW! ÈW˙:OÙW¶<«;ñ ËW! W§|ñW" Ë †«Ë;ñ…œ«œ Â…ËËœ v˘U8W!

:u! s|dÖ…œñ…Ë W¶<«;ñ…ËUï ÈU~:|;ñ ËñW|Uî v˙:OÙW¶<«;ñ Ë …ËWïœdJïËË;ñ ÈU~:|;ñ «œW|Wï«Ë ËWì ÆsM:|uï…œ
WïU|U~:|;ñ ÂWz vïUëWîU$Wz Wë s|WJ!dO!Wì X:O!Uï Ë …ËWM|ËWJ!ñËËœ “:u˘Uz vïœdëñUî˛WÙWì È…ËWz

   Æs|WJ|eï vîU$Wz

 v|…ËWïœdJïËË;ñ ÈU~:|;ñGraphic Design

 X<…u|WÄ ÈWJ˘:uëËUÙCorrelation CoefficientÆ†Uë…œ               vï«œU<UÄ WëW|…ñUî˛
Èñô vJ:O˙:OÙW¶<«;ñ ¨sM:|uï…œ Ë«ñb:OÄ p:O˘Wî:uë ÈWï«ËWïœdJïËË;ñ W˘U8 ËWz «ËWz ¨         ñWÖWz

 ÆsM:OÙ…bJ:OÄ »W3uî
 ÆWOOï Wë…Ë«;ñ:uÖ ËËœ Ê«u:OïWì v¶<…u|WÄ «ËWz ¨         ñWÖWz

VìU< Èñô vJ:O˙:OÙW¶<«;ñ sM:|uï…œ ÊUë…Ë«ñb:OÄ ÈWï«ËWïœdJïËË;ñ W˘U8 ËWz «ËWz ¨          ñWÖWz
 ÆsM:OÙ…bJ:OÄ

 X<…u|WÄ ÈWJ˘:uëËUÙ vïUëW"WHO<

− ≤ ≤1 1r
r =1

r =0
r =−1

r = 0 95.r = 0 6.r = 0r = −0 6.r = −0 95.

   W‡‡‡‡ïu‡‡‡Lï1
ÊUëWO|:Ëdî …“WÖ…;ñ v¶fiï«“ ñW<Wì ÊœdJ:O3W§:O3ËË“U! vJfi:Oz Èó:|ñœ ÊUëWO|:Ëdî …“WÖ…;ñ vïU|Uï«“

¨sM:OÙ…œñUëW! WëW"…dãUz Èó:|ñœ vïbïöîW8 :u! …ËW¶:O¶<W!…œ †…dãUz vJAOïWz W! ÊUÅWë
W! ÊU|ËË“U! vJfi:Oz Èó:|ñœ Ë ©d"WLO¶ïU< W!® †…dãUz „W|…ñUî˛ ÈüU! Èó:|ñœ X:|œ ÈW¶A8Wì

Ë ¨sM:|uM! WëW¶A8 vïUë…Ë«ñb:OÄ Wë WJ§|ñU|œ ÊUë…ËWïœdJïËË;ñ W˘U8 ¨X:|ËWë…œñ…œ ©d"WLO¶ïU<®
s|d¶ÅU! v˙:OÙW¶<«;ñ ÈWA:OëËUÙ ÊUÅUÄ ¨WM:ON!ñUëW! œ«“Uz ÈË«;ñ:uÖ „…Ë ËË“U! vJfi:Oz Èó:|ñœ

 ÈWë…ËË“U! vJfiOz Wë …bïWÇ p:O"…dãUz ÈüU! Èó:|ñœ ¨…Ë…“:Ëb! Wï«Ë«ñb:OÄ ËWz :u! Êbï«uï37cm
 øX:O!
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 ñUJOÅ

 ÈËU~ïWÙ1 ∫ sM:|uï…œ ÊUë…Ë«ñb:OÄ Wë ÊUëWO|…ËWïœdJïËË;ñ W˘U8 vïœdJ|ñU|œ

 ÈËU~ïWÙ2 ∫ ÆWëW˙:OÙW¶<«;ñ vïUA:Oë

 ÈËU~ïWÙ3 ∫ WëW˙:OÙW¶<«;ñ ñW<Wì ¸U8 ËËœ vïœdJ|ñU|œ
 Æ                Ë

 ÈËU~ïWÙ4 ∫ËWz ÈWA:OëËUÙ Æ†«Ë;ñ…œ «œW˘U8 ËËœ ËW! ÈW˙:OÙW¶<«;ñ ËWz ÈWA:OëËUÙ È…ËWM|“:Ëœ
 Æ…Ë…“:Ëb! †«Ë;ñ…œ «œ                Ë                 v˘U8 ËËœ W! ÈW˙:OÙW¶<«;ñ

ÈWë…ËË“U! vJfi:Oz Èó:|ñœ X|WJ!ñUî˛WÙ p:O"…dãUz Èó:|ñœ ÈË«dJMO§A:OÄ ÈUÙW! È…ËWz :u!
 X:O!37 v"UO3 Wìx Æ:vM!«œ Êbï«uï s|d¶ÅU! ÈWA:OëËUÙ Wì

 ËË“U! vJfi:Oz Èó:|ñœ

 †…dãUz „W|…ñUî˛ ÈËË“U! vJfi:Oz Èó:|ñœ

 †…dãUz ÈüU! Èó:|ñœ

3527303325392731
167149154165140180149155

( ,Ê )14 110( ,Ê )32 160

( ,Ê )32 160 ( ,Ê )14 110

y y x xy y
x x− = −−
−1 2 1

2 1 1( )

y x= +2 78 71 11. .
y x− = −−

−
110 14160 110

32 14 ( )

37cm
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 ËË“U! vJfi:Oz Èó:|ñœ

 †…dãUz ÈüU! Èó:|ñœ

 ËË“U! vJfi:Oz Èó:|ñœ

 †…dãUz ÈüU! Èó:|ñœ
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 Èñ«u< qOJ<UÄWì „W|…ñUî˛ Wë ÈWï«d"Wî:uKOë ËWz È…ñUî˛ vïUë…Ë«ñb:OÄ …Ë…ñ«u8 ÈW¶A8 Wì
X:|ËWë…œñ…œ Ê;d§|…œ «bO|ñ«u< qOJ<UÄ vëWO:Oë;d§A:OÄ Wì ©d:Oîó"Uë W! ® †Uë v:OÄW! ÊUë…ñW!Uë;ñ

 È…ËUîWì Wë…ñWJ:Oë;d§A:OÄ Æ…Ë…“:Ëb! Wï«Ë«ñb:OÄ ÂWz vïbï«uï s|d¶ÅU! v˙:OÙW¶<«;ñ ÈWA:OëËUÙ11
 ÆX:|;d!…œ bïWÇ d:Oîó"Uë

   …b§˘ËWÙ

 ©d:Oîó"UëW!® †Uë

 Èñ«u< qJfi|UÄ v:Oë;d§A:OÄ

 ©d"Wî:uKOëW!® …ËUî

1625594103877210
9452071579856104367560713197

 d|Uî v˙:OÙW¶<«;ñMayer St.line

   W‡‡‡‡ïu‡‡‡Lï2

65

y x= +2 78 71 11. .
y= × +2 78 37 7 11. .
y=173 97.

174 cm

 ©X|UNï…dÙWã® vîñWÖ ÈWKÄ s|d"“ñW! vïUëWO|…d:Oî˛ …bï…ËUï

 ñUJOÅ

 ÈËU~ïWÙ1 ∫ ÆWJ!e|;ñ œ«“Uz ÈË«;ñ:uÖ v:OÄW!  ñËË˛ Ë…ñW! ñW< ÊUë…Ë«ñb:OÄ …ñU!ËËœ

 ÈËU~ïWÙ2 ∫ ÆWJ§ÅW! ÊUëWïu¶< È…ñUî˛ Wì ÊUfiëW| ÈW¶A8 ËËœ :u! W¶A8 ÂWz

 ÈËU~ïWÙ3 ∫¨ X<…u|WÄ vïUë…Ë«;ñ:uÖ …bï…ËUï     Ë œ«“Uz ÈË«;ñ:uÖ v|…d:Oî˛ …bï…ËUï ¨    Wì „W|ñWÙ
vïUëW|UÙW! …bï…ËUï       Wì „W|ñWÙ ÊUÅUÄ Æ…Ë…“:Ëb! WëW¶A8 vîWëW| vÅW!Wì

vî…ËËœ vÅW!Wì ¨X<…u|WÄ ÈË«;ñ:uÖ vïUëW|UÙW! …bï…ËUï     Ë œ«“Uz ÈË«;ñ:uÖ
     Æ…Ë…“:Ëb! WëW¶A8

                  Ë
                Ë

 Ê:ËdëWz

 Ê:u¶~JMìË

33
67

37
67

38
64

48
65

49
60

59
62

61
57

70
56

73
55

78
53

80
52

82
51

 Ê:ËdëWz

 @ïUî

 Ê:u¶~JMìË

123456789101112
33
67

37
67

48
65

59
62

70
56

78
53

82
51

80
52

73
55

61
57

49
60

38
64

 Ê:ËdëWz

 Ê:u¶~JMìË

33
67

37
67

38
65
48

64
49
60

59
62

61
57

70
56

73
55

78
53

80
52

82
51

x1y1
x2

y2

y1 67 67 64 65 60 62
6 64 16= =+ + + + + . x1 33 37 38 48 49 59

6 44= =+ + + + +

x2 61 70 73 78 80 82
6 74= =+ + + + +y2 57 56 55 53 52 51

6 54= =+ + + + +

 ÈWï«Ë19 3-1

12

 «ËWÙ Ë ‘Wë ÈñU! ñW<Wì ÊœdJ:O3W§:O3

v˙:OÙ Wì W|WÙ ÊU|ñËËœ ÊUîWÙ «bMì“uOï Wì Ê:u¶~JMìË ÈñUÅ Ë UJ|dîWz Wì Ê:ËdëWz ÈñUÅ
È…uOïWì ÊU|d¶|ËWz Ë ÈË…“ È:uÖ È…Ë…ñW< È…uOïWì ÊUOîWëW| ©¡«u¶<ô« j8® v|…ñWîWë

v¶|UNï…dÙWã W! UîñWÖ ÈWKÄ vïUë…d:Oî˛ …bï…ËUï s|d"“ñW! …Ë…ñ«u8 ÈW¶A8 ÆÈË…“ È:uÖ È…Ë…ñ«u8
vïUë…Ë«ñb:OÄ Wë WJ§|ñU|œ ÊUë…ËWïœdJïËË;ñ W˘U8 X:|ËWë…œñ…œ @ïUî      È…ËUîWì ñUÅ ËËœñWÙ

X:O!      WO|d:Oî˛ …bï…ËUï …ËWz p:O"Uë …Ë…“:Ëb! Wë…Ë«;ñ:uÖ ËËœ Ê«u:Oï vM¶<W!d¶ëW| ¨sM:|uï…œ WëW¶A8
 øÊ:ËdëWz Wì
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W"W!W< vÄ:u"Ê«u:Oï v¶<…u|WÄ ¨WëW¶A8 vïUë…Ë«ñb:OÄ vïbï«uï :u! WJ§|ñU|œ ÊUë…ËWïœdJïËË;ñ W˘U8
È…ñUî˛ Æ…Ë…“:Ëb! ÈWëWA:OëËUÙ Ë WA:OJ! Êbï«uï s|d¶ÅU! v˙:OÙW¶<«;ñ ¨…Ë…“:Ëb! Wë…Ë«;ñ:uÖ ËËœ

 È…ËUîWì ÊUëW˘U825 øX|Wë…œ vMO§A:OÄ bïWÇ W! „Wìu8

   …b§˘ËWÙ

 †Uë

 „W|…ËUîWì ÊUëW˘U8 È…ñUî˛

 ÊUëW˘U8

28
16

35
13

8
2

20
12

39
31

23
10

19
9

27
15

15
4

30
19

 W¶<«;ñ…ËUï ÈU~:|;ñ

   W‡‡‡‡ïu‡‡‡Lï3 Êœñ«u8 ñW<Wì ÊœdJ:O3W§:O3

W|«bO:O" ÊUëW|W˘:u!U! …ñ:u3 ÈWOOîñWÖ UÙW! Ë WO|ñËWÇ ËWz È…bM:OÙ vïUë…Ë«ñb:OÄ X:|œ ÈW¶A8Wì
 „W|W˘:u!U! vîñWÖ ÈUÙW! Æ…Ë…“:Ëb! Êbï«uï s|d¶ÅU! v˙:OÙW¶<«;ñ ÆX:|ËWë…œñ…œ17ÈñËWÇ Â«dÖ

 ÆX|Wë…œ vMO§A:OÄ bïWÇ W! X:O!«b:O"

 ÈËU~ïWÙ4 ∫ Æ…Ë…“:Ëb! †«Ë;ñ…œ «œ               Ë             v˘U8 ËËœ W! ÈW˙:OÙW¶<«;ñ ËWz ÈWA:OëËUÙ

 ÈËU~ïWÙ5 ∫ ÆWJ§|ñU|œ Êbï«uï s|d¶ÅU! v˙:OÙW¶<«;ñ Ë ÊUë…ËWïœdJïËË;ñ W˘U8

( ,Ê )x y2 2

y y x xy y
x x− = −−
−1 2 1

2 1 1( )

y x− = −−
−

64 16 4454 64 16
74 44. ( ).

y x=− +0 34 79 06. .

( ,Ê )x y1 1

ÂWz X:|dë…œ vMO§A:OÄ ¨X:O! WKÄ      Ê:ËdëWz Wì vîñWÖ ÈWKÄ s|d"“ñW! v|…d:Oî˛ …bï…ËUï ñWÖWz
 ÆÊ:u¶~JMìË Wì WO|…d:Oî˛ …bï…ËUï

 Æv|WJ|eïW! W|WKÄ      U"«Ë

65

y= − ×0.34 65 +79 06.
y= 56 96.

y= −0.34 +79 06x .

57

 ÈWï«Ë 203-1

Ê:ËdëWz

Ê:u¶~JMìË
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 ÈËU~ïWÙ2 ∫ÂWO:O< Ë ÂWëW| vÅW! vïUëWïu¶< È…ñUî˛ Wë ‘W! :v< :u! WJ§ÅW!«œ W|W¶A8 ËWz
Ë ÂWëW| vïu¶< ËËœ vÅW!ËUÙ È…ñUî˛ Wì X:O! p|eï Â…ËËœ vïUëWïËu¶< È…ñUî˛ Ë s! ÊUfiëW|

 ÆÂWO:O<

 ÈËU~ïWÙ3 ∫vÅW!Wì X<…u|WÄ ÈË«;ñ:uÖ ÈW¶<«;ñ…ËUï    Ë ¨œ«“Uz ÈË«;ñ:uÖ ÈW¶<«;ñ…ËUï    Wì WëW|ñWÙ
ÈW¶<«;ñ…ËUï     Ë œ«“Uz ÈË«;ñ:uÖ ÈW¶<«;ñ…ËUï      Wì WëW|ñWÙ ÊUÅUÄ ¨…Ë…“:Ëb! ÂWëW|

W"Uë…œ ÂWëW| vÅW! È    ÈUÙW! …bï…ËUï Æ…Ë…“:Ëb! ÂWO:O< vÅW! Wì X<…u|WÄ ÈË«;ñ:uÖ
ÂWO:O< vÅW! È    ÈW¶<«;ñ…ËUï «œW"Uë ËWì                W"Uë…œ    ÈUÙW! …bï…ËUï Ë

   Æ                Wì WOO¶|d!     ÈW¶<«;ñ…ËUï Ë

 ÈËU~ïWÙ4 ∫ Æ†«Ë;ñ…œ «œ              Ë             v˘U8 ËËœ W! Wë …Ë…“:Ëb! W˙:OÙW¶<«;ñ ËWz Èñô
 W"Uë…œ †«Ë;ñ…œ «œ              Ë              v˘U8 ËËœ W! Wë     v˙:OÙW¶<«;ñ Èñô

 ©Â«dÖ W!® ÊUëWO|ñËWÇ ÈbM:OÙ

 ÊUëW˘:u!U! …ñ:u3 Wì bïWÙ vïUëWOOë«ñ:u8 …Ë«ñb:OÄ

 ©Wë:uîñWÖ® vîñWÖ ÈUÙW!

5
360

9
375

12
460

15
420

12
530

10
455

21
580

14
390

 ©Â«dÖ W!® ÊUëW|ñËWÇ ÈbM:OÙ

 ÊUëW˘:u!U! …ñ:u3 Wì bïWÙ vïUëWOOë«ñ:u8 …Ë«ñb:OÄ

 ©Wë:uîñWÖ® vîñWÖ ÈUÙW!

5
360

9
375

10
455

12
460

12
530

14
390

15
420

21
580

 ©Â«dÖ W!® ÊUëW|ñËWÇ ÈbM:OÙ

 ÊUëW˘:u!U! …ñ:u3 Wì p:|bïWÙ vïUëWOOë«ñ:u8 …Ë«ñb:OÄ

 ©Wë:uîñWÖ® vîñWÖ ÈUÙW!

5
360

9
375

10
455

12
460

12
530

14
390

15
420

21
580

 ñUJOÅ

 ÈËU~ïWÙ1 ∫vïUëW|UÙW! v:OÄW! WJ!e|;ñ ñËË˛Ë…ñW! vïUë…Ë«ñb:OÄ Ë …ËW<ËuM! WëW¶A8 …ñU!ËËœ
 Æ«œ…ñUO<dÄ ÂWì WïUëWO|ñËWÇ ÈbM:OÙ Wë ¨œ«“Uz ÈË«;ñ:uÖ

x1y1
x3y3

x
x x1 9=

x3 15=y3 420=

y
y

y1 375=

( ,Ê )x y3 3
( ,Ê )x y3 3

( ,Ê )x y1 1
( ,Ê )x y1 1 d

m = =−
−

420 375
15 9 7 5.

 ÈËU~ïWÙ5 ∫ Æ…Ë…“:Ëb! ÊU|ËuîWÙ Èœ«“Uz ÈË«;ñ:uÖ v|…d:Oî˛ Èbï…ËUï
 Æ…Ë…“:Ëb! ÊU|ËuîWÙ v¶<…u|WÄ ÈË«;ñ:uÖ v|…d:Oî˛ Èbï…ËUï

 ÈËU~ïWÙ6 ∫ ÈWëWO|ñô Ë †«Ë;ñ…œ «œ              v˘U8 W! ÈW˙:OÙW¶<«;ñ ËWz ÈWA:OëËUÙm                                              Æ…Ë…“:Ëb! …
 ÊU|

vïbï«uï s|d¶ÅU! v˙:OÙW¶<«;ñ ÈWA:OëËUÙ v|WJ|eïW! …Ëu"ËWJ¶¶<…œ ÈWA:OëËUÙ ËWz
     ÆWïUëW|UÙW! W˘Wî:uë

x2
5 9 12 15 12 10 1 14

8 12 25= =+ + + + + + + .x2
5 9 12 15 12 10 1 14

8 12 25= =+ + + + + + + .x2
5 9 12 15 12 10 1 14

8 12 25= =+ + + + + + + .

y2
360 455 460 420 530 375 580 390

8 446 25= =+ + + + + + + .

y2

x2

( ,Ê )x y2 2

y x= +7 5 354 375. . y x− = −446 25 7 5 12 25. . ( . )

 ÈWï«Ë21 3-1
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…b§˘ËWÙWë È…ËUî ËWz Ë ÊË«ñœd:|ó§˘WÙ vëWî…;ñWÙ W! p:OK:O§î:u":uz bïWÇ vïUë…Ë«ñb:OÄ W¶A8 ÂWì
©é<Wz Èe:OÙW!® ÈWë…e:OÙ v:OÄW! vïWîW"Ëu< d¶Oì „W| vïœd!ñUëW! W! X:|;d§|…œ WëWK:O§î:u":uz

ÈWë…e:OÙ p:OK:O§î:u":uz ¨X:OM:|uï…œ150ÆX:|;d!…œ …ËUî bïWÇ d¶Oì „W|W! X:O! é<Wz

Èe:OÙ vïUM:OÙñUëW! W! sM:|uï…œ WëW¶A8 vïUë…Ë«ñb:OÄ Wë WJ§|ñU|œ ÊUë…ËWïœdJïËË;ñ W˘U8
ËWz ¨…Ë…“:Ëb! Êbï«uï s|d¶ÅU! v˙:OÙW¶<«;ñ ÈWA:OëËUÙ ÊUÅUÄ ¨œ«“Uz ÈË«;ñ:uÖ „…Ë WëWK:O§î:u":uz

ÈWë…e:OÙ p:OK:O§î:u":uz ÈWO|ñËËœ210ø…Ë…“:Ëb! X:|;d§|…œ X:O! é<Wz

e:OÙ

d¶Oì „W|Wì Ë«;d! ÈñËËœ Ë ÊUëWK:O§î:u":uz Èe:OÙ

ñWÙ Wì ÈñËËœ

p:|d¶Oì

175255140165115120190180110125

3 61.2 13.4 1.2 95.5 25.4 6.2 46.3 45.5 75.4 95.
km / l( )

„W|Wì:u!U! vîñWÖ ÈUÙW! W"«ËWë17Wì WOO¶|d! X:O!«b:O" ÈñËWÇ Â«dÖ

Æv|WJ|eïW! vîñWÖ ÈWë:uîñWÖ        U"«Ë

ÈËU~ïWÙ7∫vïUëW˘U8 ¨sM:|uï…œ WëW¶A8 vïUë…Ë«ñb:OÄ Wë WJ!ñU|œ ÊUë…ËWïœdJïËË;ñ W˘U8
ÆWA:OJ! Êbï«uï s|d¶ÅU! v˙:OÙW¶<«;ñ ¨WJ!ñU|œ               Ë                Ë

( ,Ê )x y1 1
( , )x y2 2( ,Ê )x y3 3

y x= +7 5 354 375. .
y= × +7 5 17 354 375. .
y= 481 875.

ÈWï«Ë 223-1

vîñWÖ ÈUÙW!

ÈñËWÇ È;d!

482
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 v¶<…u|WÄ ÈWJ˘:uëËUÙ vïœdëñUî˛WÙrd:Oîó! vïUM:OÙñUëW! ÊU| “u˘Uz vïœdëd:Oî˛WÙ W! v¶fi|u:OÄ
 Æ…ËW¶:|ñ“:Ëb! v|…ËWïœdJïËË;ñ W! W|WJ˘:uëËUÙ ËWz v|WJ|eï ÈUÙW! X:|dï«u"…œ ÂüW! ¨W|WÙ
¨v|…ËWïœdJïËË;ñ vJ:O˘U8 bïWÇ :u! v¶<…u|WÄ ÈWJ˘:uëËUÙ v|WJ|eï ÈUÙW! È…ËWM|“:Ëœ :u!

W|ô Ë    ÈWë…ó:|ñœ W|ô ÈWï«u:OÄ Ë X:|d~!:u8Wì ÊUëW˘U8 ËuîWÙ Wë WA:OJ! WA:Oëô s|d¶ëuâ!
Ë                      WìWOO¶|d! v¶<…u|WÄ ÈWJ˘:uëËUÙ v|WJ|eï ÈUÙW! Æ…Ë…“:Ëb!    ÈWëW"ñuë

Ë X:O! VìU< WëWJ˘:uëËUÙ ñWÖWz ≠ ÈWïUAOï U"«Ë ¨v¶<…u|WÄ ÈWïUAOï WìWOO¶|d! ÈWëWïUAOï
 ÆX:O! »W3uî WëWJ˘:uëËUÙ ñWÖWz ´ ÈWïUAOï

 v¶<…u|WÄ ÈWJ˘:uëËUÙ

L

W˘U8 :u! v¶<…u|WÄ ÈWJ˘:uëËUÙ :u! Ë«dJJ|eï vëW|UÙW!

 Æ…Ë…“:Ëb! ñW§î«ñW! vïUëWO|…ËWïœdJïËË;ñ

   W‡‡‡‡ïu‡‡‡Lï4

 ñUJOÅ

 W"«ËWë ¨W§ìU< v¶<…u|WÄ …Ë            ¨  ! =14L = 35

 
r L≈− −( )= − −( )= −1 1 0 614

35
! .

W˘U8 :u! v¶<…u|WÄ ÈWJ˘:uëËUÙ :u! Ë«dJJ|eï vëW|UÙW!
 Æ…Ë…“:Ëb! ñW§î«ñW! vïUëWO|…ËWïœdJïËË;ñ

   …b§˘ËWÙ

  «b|ñUëdO! Wì ÊËu§î«Ë…œñW!

   ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

1Wì WOO¶|d! p:|Ë«ñb:OÄ W˘Wî:uë :u! Êbï«uï s|d¶ÅU! v˙:OÙW¶<«;ñ ÈWA:OëËUÙ
 øW§ìU< ÊU| W!W3uî ÊUëWO|ñUîUz …Ë«;ñ:uÖ Ê«u:Oï v¶<…u|WÄ U|Uz

2ËËœ v¶<…u|WÄ ÈWJ˘:uëËUÙ Ë               W"Uë…œ ÈñUîUz ÈË«;ñ:uÖ ËËœ v¶<…u|WÄ ÈWJ˘:uëËUÙ
 ÆX:|;d!…œñ…œ d"e:OÙW! v¶<…u|WÄ WJ˘:uëËUÙ ÂUë ¨                   W"Uë…œ d" ÈË«;ñ:uÖ

3W˘U8 Wì ñWÖWz ¨…ËW¶OM:ON! v¶<…u|WÄ ÈWJ˘:uëËUÙ v|WJ|eï vëW|UÙW! XOï«u"…œ U|Uz
†WëWîü…Ë ¨X:|ËWëWïñ…œ Wë…Ë«;ñ:uÖ ËËœ Ê«u:OïWì „WOO¶<…u|WÄ êOÙ ÊUë…ËWïœdJïËË;ñ

 Æ…ËWJ§ïËË;ñ

y x= −3 2 12 5. .

r1 0 65= .
r2 0 75= − .

 ÈWï«Ë23 3-1

 
r L≈ ± −( )1 ! ll

l

l
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ÊUëW|U¶<:uîUî È…ñUî˛

 ÊUëW|U¶<:uîUî Ë ñUëbM:|u8 È…ñUî˛

 ÊUë…ñUëbM:|u8 È…ñUî˛

92
1050

52
653

114
753

49
381

110
1312

62
813

76
796

84
910

6 ÊUëU~ïbM:|u8Wì ñUëbM:|u8 „W|…ñUî˛ Ë U¶<:uîUî „W|…ñUî˛ vïUë…Ë«ñb:OÄ …Ë…ñ«u8 ÈW¶A8Wì
 Æ„W|U~ïbM:|u8 bïWÇ Wì X:|ËWë…œñ…œ vëWî…;ñWÙ vJ:O˙áîU<

Ü

GC…bï…ËUï vïUM:OÙñUëW! W! WA:OJ! sM:|uï…œ WëW¶A8 vïUë…Ë«ñb:OÄ ÊUë…ËWïœdJïËË;ñ W˘U8
 Æœ«“Uz ÈË«;ñ:uÖ „…Ë vîñWÖ ÈWKÄ Ë v|…d:Oî˛

v|…ËWïœdJïËË;ñ ÈWM:|Ë vïUM:OÙñUëW! W! ˚:OÙW¶<«;ñ :u! Êbï«uï s|d¶ÅU! ÈWA:OëËUÙ
 ÆWA:OJ! ÈWë…ËWïœdJïËË;ñ Ë …Ë…“:Ëb!

O vîñWÖ ÈWKÄ È«;dJ:O" p:O~ïUî :u! …Ë…ñWëœñU< È…ñUÄ …;d!40ÂWz ÈœñË ¨WM:O˙îW‹! X:O!WKÄ
 øWJ§|ñU|œ WïbïxîW8

êÊUOï«u:Oï v¶<…u|WÄ U|Uz øW!W3uî ÊU| W§ìU< Wë…Ë«;ñ:uÖ ËËœ Ê«u:Oï v¶<…u|WÄ U|Uz
 ø…“«Ëô ÊU| …e:OÙW!

Ü

GCÈ…ñUî˛ vïUM:OÙñUëW! W! X:OM:|uM! ÊUë…Ë«ñb:OÄ ¨WA:OJ! ÊUë…ËWïœdJïËË;ñ W˘U8
 Æœ«“Uz ÈË«;ñ:uÖ „…Ë ÊUëW|U¶<:uîUî

Ë …Ë…“:Ëb! Êbï«uï s|d¶ÅU! v˙:OÙW¶<«;ñ ÈWA:OëËUÙ d!W3 vïUM:OÙñUëW! W!
 ÆWA:OJ! ÈWë…ËWïœdJïËË;ñ

ê „W|UÖbM:|u8 Wì ÊUëW|U¶<:uîUî È…ñUî˛600W! ÊUë…ñUëbM:|u8 …ñUî˛ ¨X:O! U¶<:uîUî
 Æ…œñË bïWÇ WïbïöîW8 ÂWz WM:O˙îW‹! X:|dM:O˙îW8…œ bïWÇ

 UîñWÖ ÈWKÄ …bï…ËUï

 UîñWÖ vïUëWKÄ

 È…ñUÄ …;d!

38
93

42
79

44
75

36
83

42
74

49
67

38
86

 ÈWï«Ë 243-1

4 ÊUëWK:O§î:u":uzW! ¨WëW¶A8 vïUë…Ë«ñb:OÄ vïbï«uï :u! WA:OJ! ÊUë…ËWïœdJïËË;ñ W˘U8
Ë WA:OJ! Êbï«uï s|d¶ÅU! v˙:OÙW¶<«;ñ ¨œ«“Uz ÈË«;ñ:uÖ „…Ë ÊUëWï:u˘UÖ È…ñUî˛ vïUM:OÙñUëW!

 ÆX:|ËWë…œñ…œ e:OÙW! vëWOO¶<…u|WÄ WëWOO¶<…u|WÄ U|Uz ¨…Ë…“:Ëb! ÈWëWA:OëËUÙ

 Ë«dëW¶<«;ñUz vïUM:OÙ«;ñ

 ÊUëWï:u˘UÖ È…ñUî˛

 Ë«;d! ÈñËËœ

 Ë«;d! ÈñËËœ

11.2
338

9.8
296

10.6
332

10.1
324

12.3
368

8.7
263

10.1
305

( )km

5 ÈñËu!Uzv8dï Ë @ïUî XãW4 È…ËUîWì vîñWÖ ÈWKÄ vïUë…Ë«ñb:OÄ …Ë…ñ«u8 ÈW¶A8Wì
 ÆX:|ËWë…œñ…œ ÊUëW˘Uî Wì p:OëW| Wì ©ñUM|œ Ê«ñ«“WÙ W!® …Ë…ñWëœñU<

¬
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©ñUM|œ Ê«ñ«“WÙ W!® …Ë…ñËË˛ WïËuÇ vïUëW"ñUë v8dï v:OÄW! Ê«Ëu!…œUîUz

 Œdï

 Ê«Ëu!…œUîUz

6
213

5
256

8.5
155

8
194

10
160

5.5
267

7
258

7.5
210

8
235

O …Ë…ñËË˛ WïËuÇ v¶OKÄ v8dï Wë WM:O˙îW‹! p:O~ïWÙUz Wì Ê«Ëu!…œUîUz È…ñUî˛9ñ«“WÙ
 ø…œñË bïWÇ WïbïöîW8 ÂWz ÆX:O! ñUM|œ

Ü

GC„…Ë Œdï vïUM:OÙñUëW! W! WëW¶A8 vïUë…Ë«ñb:OÄ vïbï«uï :u! ÊUë…ËWïœdJïËË;ñ W˘U8
 ÆWA:OJ! œ«“Uz ÈË«;ñ:uÖ

ÊUOï«u:Oï v¶<…u|WÄ U|Uz øW!W3uî ÊU| W§ìU< Wë…Ë«;ñ:uÖ ËËœ Ê«u:Oï v¶<…u|WÄ U|Uz
 ø…“«Ëô ÊU| …e:OÙW!

ê¨v|…ËWïœdJïËË;ñ vïUM:OÙñUëW! W! …Ë…“:Ëb! ˚:OÙW¶<«;ñ s|d¶ÅU! vïbï«uï ÈWA:OëËUÙ
Èd:Oîó! ñWÖWz …Ë…“:Ëb! X<…u|WÄ ÈWJ˘:uë ÈUÙW! ÊUÅUÄ ¨WA:OJ! Wë…ËWïœdJïËË;ñ

 ÆËu!WÙ v|…ËWïœdJïËË;ñ

7 ÊUëW¶OKÄ vïbïU8dïWM"UÙ vïUëW¶OKÄ v8dï ÊUëWOOIO<:uî WLO" Wì p:OëW| ÈñW!…u:|ñW!
 ÆœdëñUî:u" W|W¶A8 ÂWz v:OÄW! Ê«Ëu!…œUîUz È…ñUî˛ Ë WëWLO" v~ïWÙUz :u! …Ë…ñËË˛

  ÊœdJ:O3W§:O3 Ë ÊUM:OÙ«;ñ

8 vï«ËWë:Ë;dã†Uë…b|ñU|œ ÈWëW˘U! ËËœ vïUÄ Ë „W|Wë:Ë;dã bïWÇ Èó:|ñœ …Ë…ñ«u8 ÈW¶A8
Èó:|ñœ vïUM:OÙñUëW! W! WëW¶A8 vïUë…Ë«ñb:OÄ vïbï«uï :u! WA:OJ! ÊUë…ËWïœdJïËË;ñ W˘U8
 Æ…Ë…“:Ëb! ÈWëWA:OëËUÙ Ë WA:OJ! v˙:OÙW¶<«;ñ s|d¶ÅU! vïbï«uï œ«“Uz ÈË«;ñ:uÖ „…Ë Wë:Ë;dã

Ü
GC Æ…Ë…“:Ëb! X<…u|WÄ ÈWJ˘:uëËUÙ ÈUÙW! v|WJ|eïW!

v|WJ|eïW! …ËW¶:|dÖ…œ Wë…dÖ;ñWÄ ÈUÙW! WïüU8 ÂWz
vïœd!ô ‘UÄ Ë …Ë…“:Ëb! X<…u|WÄ ÈWJ˘:uë ÈUÙW!

 Æ©˝ãdD¶î ˝DIï® Wë…dÖ;ñWÄ W˘U8
êñW<Wì Wë…dÖ;ñWÄ W˘U8 ÈñW~|ñUë v"WOï:uÇ v<U!

 ÆWJ! X<…u|WÄ Èe:OÙ

9WO|bï…u|WÄ ËWz vïUë…ËWïœdJïËË;ñ W˘U8 ñW§î«ñW! ÈWM:|Ë
v"…;ñWM! väUï:uè Wì „WOO!U"uè vïWîW" Ê«u:Oï Wì †U8…œñU|œ

 ÆÈWë…Ëx:OÄ vïU¶|Wè vM¶<W! :u! X:OïW|U‹|…œ ÈW"Uë ËWz Ë1.4

2.8
4

3

 ÈWï«Ë25 3-1

 Wë…dÖ;ñWÄ W˘U8

209 ft180 ft178 ft155 ft148 ft130 ft

113 ft 108 ft 124 ft 147 ft 200 ft
777A300767757737 Super 80

156 ft

¬
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 v:OÄ Èó:|ñœ

 ÊUO¶<«;ñ v:OÄ Èó:|ñœ Ë Èó:|ñœ

 üU! Èó:|ñœ

27.5
178

26.5
179

25.0
172

31.0
186

28.5
181

28.0
180

29.5
185

28.0
183

27.5
179

26
172

24.5
170

29.0
181

Ü
GC ÆsM:|uï…œ WëW¶A8 vïUë…Ë«ñb:OÄ Wë WJ§|ñU|œ ÊUë…ËWïœdJïËË;ñ W˘U8

 Æv|WJ|eïW! Êbï«uï s|d¶ÅU! ÈWA:OëËUÙ È…ËWM|“:Ëœ :u! WM:ON!ñUëW! ñW|Uî ÈU~:|;ñ
ê Æ…Ë…“:Ëb! X<…u|WÄ ÈWJ˘:uëËUÙ v|WJ|eï ÈUÙW!

10Èó:|ñœ Wë X:|ËWë…œñ…œ WìU! vÄ:u" vJ:OáO" vïUî«bïWz vïUë…Ë«ñb:OÄ …Ë…ñ«u8 ÈW¶A8Wì
 ÆW|«b:O" Èd"WLO¶ïU< W! ÊUO¶<«;ñ v:OÄ Èó:|ñœ Ë ÊU|WëW|ñWÙ

113 2 1
2 5 12

x y
x x
− = −

+ =





12− + =

+ = −





x y
x x

2 1
2 5 2

…ËWA:OÄ :u! p:OMOï«Ë;ñ

 ÆWJ!ñUJOÅ v˙:OÙ vJ:OîW¶fiO< ñWÙ

 ÈWï«Ë 263-1
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27

vÅW!22
 ÊUëWï«Ë

1.WL¶fiO< vïœdëñUJOÅ

:v< W! ÊUëWOO˙:OÙ

     ÆË«dï«“Wï

2.    ÆÊUëWOO˙:OÙ Wî«dÖ:Ë;dÄ

3. ÆÊUë…Ë«dëe|;ñ vï«bJ:Oì

4.È…Ë«;ñW~˘WÙ

 ÆÊUë…Ë«dëe|;ñ

d!W3

Algebra

vÅW!2
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 ÈWï«Ë 281-2

vîW¶fiO< ÊU| Ë«dï«“Wï ËËœ W! WA:OëËUÙ ËËœ Wì v˙:OÙ vJ:OîW¶fiO< X|Ëu!d:Oã ËuA:OÄ vïUëWì:uÄ Wì
 vîW¶fiO< W! ñU3 Èñ:Ë“W! ¨X|WJ!ñUJOÅ         v˙:OÙ3X:|d"Ë…œ Ë«dï«“Wï :v< W! v˙:OÙ ÈWA:OëËUÙ

v¶AÖ W! ¨ÊUëWOO˙:OÙ WA:OëËUÙ vJ:OîW¶fiO< :u! WïUëU" vJ:|ñUJOÅ È…ËWM|“:Ëœ :u! ¨         vîW¶fiO<
 ÆÊUë…Ë«dï«“Wï È…ñUî˛ W! s! ÊUfiëW| ÊUëWA:OëËUÙ È…ñUî˛ W¶fi|u:OÄ

ÊUÅUÄ ¨        vîW¶fiO< :u! X|;ñ:u~O! W¶fi|u:OÄ X|WJ!ñUJOÅ         vJ:OîW¶fiO< È…ËWz :u!
   ÆX|Ëu§|d:Oã «œ…œ“U| vì:uÄ Wì Wë XOM:ON!ñUëW!          vîW¶fiO< vïœdëñUJOÅ vïUëW|U~:|;ñ

:v< W! ÊUëWOO˙:OÙ WîW¶fiO< vïœdëñUJOÅ

 Ë«dï«“Wï

 ÊUëW$UîUz

•vîW¶fiO< vïUë…ñUJOÅ
Wì Ë«dï«“Wï :v< W! v˙:OÙ
ÊUëWïU"Ë:uÄ v¶8W"ËË;ñ

 ÆX:OM:|uï…œ
•:v< W! v˙:OÙ vîW¶fiO<

WïU|d!W3 Ë«dï«“Wï
 Æ†Uë…œñUJOÅ

 ÈWï«Ë11
 vîW¶fiO< XOï«u"…œ3ÈWA:OëËUÙ

:u! XOM:ON!ñUëW! Ë«dï«“Wï :v< W! v˙:OÙ

vïU|˛ vïUë…ñUO<dÄ Wì ñ:Ë“ vïœdëñUJOÅ

…d/ vîW¶fiO< È…ËWM|“:Ëœ „…Ë ¨Wï«˛:Ë;ñ

ÊUë…ó:Oì:uë Wì s"dÖñ…Ë Wì È…ËWïœdë“ñW!

 ÈWïËu/®2 ©

 øvÇ:u!

Solving Linear systems in 3 unknowns

 ÆWM:ON!ñUëW! X:|œ ÈWOO˙:OÙ WîW¶fiO< ËWz vïœdëñUJOÅ :u! Êœd!ô ÈU~:|;ñ
 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/1 v˙:OÙ vîW¶fiO< vïœdëñUJOÅ3 Ë«dï«“Wï :v< W! WA:OëËUÙ

2 2×

2 2×
2 2×

3 3×

3 3×

2
 Æ…ËWJ!:uë      Ë      ÈWA:OëËUÙ

 ÈËU~ïWÙ1 ∫ ÆW§!ô Wë…Ë«dï«“Wï :v< Wì p:OëW|
 ÈË«dï«“Wï …ñU|œ«ËyÈWA:OëËUÙ ËËœ Wì vïUëWJ˘:uëËUÙ WJïuÇ ¨Êœd!ô :u! …d¶ÅU!
  ÆÊWï«ËWâ:OÄ      Ë

x y z
x y z

x y z

+ − = −

− + =

+ + = −










2 3 2
2 2 7

2 4

1

1

2

2

3

4

12 ÊÊ Ê
Ê

ÊÊÊÊÊÊÊ

x y z
x y z
x z

+ − =−
− + =

− =

2 3 2
2 2 7
3 2 5

1
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 ÈWï«Ë29 1-2

   …b§˘ËWÙ ∫WM:ON!ñUëW! X:|œ ÈWOO˙:OÙ WîW¶fiO< ËWz vïœdëñUJOÅ :u! Êœd!ô ÈU~:|;ñ

 ÈñU|“«bïWz Èó:Oì:uë Wì ÊUOM"dÖñ…Ë ÈËË“…ñUz ÈWï«ËWz
 Wì :vë;d§A:OÄ ËUï WMÇ…œ ¨W|WÙ3 Ë ÈñUëdO!®® †W!U!

 vîW3ñW< vïœdëñUî˛WÙ :u! ©©ÈeOK~MOz vïUî“ Ë Xfiï«“
…d/  W! X:O¶<W!…œ XAÄ 5MJAÄ ÈWïó:Oì ¨Ê«Ë«ñu:O˘UÄ È…d/

W|Wï«ËWì ©©X:|ñœ…œ „W|…ñUî˛ Wì ÈWë…d/®® p:O"W!U! ñWÙWì ÊUë…Ë«ñu:O˘UÄ È…ËWïœdë“ñW!
 È…d/ ñW§î«ñW! ÈW¶A8 ÂWì ¨d" ÈWëW"W!U! ËËœ Wì È“ñW! …d/ Wì X:O!“«ËUO33:v< Wì Ë«ñu:O˘UÄ

WëW¶A8 vïUë…Ë«ñb:OÄ X:|ËWë…œñ…œ È…ËWïœdë“ñW! …d/ È«Ëœ ÊUOJ:OëW|ñWÙ È…d/ :uë Ë WëW"W!U!
     ÆWM:ON!ñUëW! p:O"W!U! ñWÙ È“ñW! …d/ È…ËWM|“:Ëœ :u!

   W‡‡‡‡ïu‡‡‡/2 s"dÖñ…Ë v:Oë;d§A:OÄ ñW<Wì ÊœdJ:O3W§:O3

3 1

 ÈËU~ïWÙ2 ∫ÈË«dï«“Wï È…ËWz :u! WJ!ñUJOÅ ÂU$Wz ÈWA:OëËUÙ Ë W§!ô WJ|œ vJ:|Ë«dï«“Wï
 ÈË«dï«“Wï ¨X:|ËWJ§¶<…œ XîWO:O<x ÆW§!ô

 ÈËU~ïWÙ3 ∫ ÈUÙW! vïœdëñUî˛WÙ :u! WM:ON!ñUëW!        vîW¶fiO< vïUëWA:OëËUÙ Wì p:OëW|x

 ÈËU~ïWÙ4 ∫ v"UO3 Wìx Ëz:u! Wë…Ë«ñœ WîW¶fiO< vïUëWA:OëËUÙ Wì p:OëW|Wì :vM!«œ ÊUOïUëW|UÙW!
 ÈUÙW! È…ËWzy ÆX|WJ!ñUî˛WÙ

 ÈË«dï«“Wï ËËœ W! d" vëW|WA:OëËUÙ È…ËWM|“:Ëœ :u! WM:ON!ñUëW!      Ë      ÈWA:OëËUÙ ËËœx Ëz Æ

1
3

1
2

1
2

4
5

5

4
5

 Wì WOO¶|d! WëWîW¶fiO< ÈñUJOÅ

 W|WÙ †         v˙:OÙ vJ:OîW¶fiO< U¶fi:Oz
 ÆWJ§|ñUJOÅ Êœd!ô vïUM:OÙñUëW! W!

 Wì      ÈWA:OëËUÙ−2Ë …b!

¸WÖWì ÂU$Wz ÈWA:OëËUÙ

  Æ…ËWJ!:uë      ÈWA:OëËUÙ

 Wì      ÈWA:OëËUÙ3Ë …b!

¸WÖWì ÂU$Wz ÈWA:OëËUÙ

 Æ…ËWJ!:uë       ÈWA:OëËUÙ

−1 v"UO3Wìz  Æ:vM!«œ

 Æ:vM!«œ v"UO3Wì

x y z
x y z
+ − = −
+ + = −− ( )
2 3 2

2 42 →→

ÊÊ Êx y z
x y z

x z

+ − = −

− − − =
− − =

2 3 2
2 2 4 8

7 6

2 2×3 2 5
7 6

x z
x z
− =

− − =





ÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊ3 2 5
7 63

x z
x z
− =

− − = →( )
ÊÊÊÊÊÊ

ÊÊÊÊÊÊÊ
ÊÊÊÊÊÊ

3 2 5
3 21 18

23 23

x z
x z

z

− =

− − =

− =
ÊÊÊÊÊÊÊÊz = −1

2×2
− − =

− − =

=

−( )
x z

x
x

7 6
7 6

1
1

x y z
y

y

+ + = −

+ + = −

= −

( ) −( )
2 4

2 4
3

1 1

1 3 1,Ê ,Ê− −( )

Æ        v˙:OÙ vîW¶fiO< vïœdëñUJOÅ :u! XOM:ON!ñUëW! ÊUï«bO"UO3Wì ÈU~:|;ñ XOï«u"…œ UÙ…ËñWÙ
 Æ         vîW¶fiO< :u! X:|;ñ:u~!         vîW¶fiO< XOï«u"…œ ‘…d:Oì3 3×

3 3×

− + + =
+ + =

− − + =








x y z
x y z
x y z

2
2 3 1

3 4

7

4

2 2×

 ÈñUëdO! ÈeOK~MOz vïUî“ Xfiï«“ ÂW3ñW<  Ë«ñu:O˘UÄ

 Ê«“u<
 œ«“Uz

 ñUOÅuÙ

90
70 6080

70700 60

06060
590
240

→→

→→

3

1

5

4
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 ÈWï«Ë 301-2

v:OÄ W! vJA|eÄ Èó:Oì:uë Wì Ê«dOÖñ…Ë v:Oë;d§A:OÄ Wì p:O"W!U! ñWÙ È…ËWïœdë“ñW! …d/

   ÆWJ!ñU|œ …Ë…ñ«u8 ÈW¶A8 vïUë…Ë«ñb:OÄ

   …b§˘ËWÙ

1

4

5

2 1

3  ÈËU~ïWÙ2 ∫ ÈË«;ñ:uÖy ÈË«;ñ:uÖ v:OÄW!z ÆWJ!ñUî˛WÙ      ÈWA:OëËUÙ vïUM:OÙñUëW! W!

 ÈËU~ïWÙ4 ∫Wì      ÈWA:OëËUÙ …Ëu"ËWJ¶¶<…œ ÈWîW¶fiO< ËWz ÈñUJOÅ :u! WM:ON!ñUëW! Êœd!ô
 ÆWJ!ñ…œ       ÈWA:OëËUÙ

 ÈËU~ïWÙ5 ∫ ÆWJ!ñUJOÅ …Ëu"ËWJ¶¶<…œ ÈWA:OëËUÙ ËWz

 ÈËU~ïWÙ7 ∫ ÈUÙW!x Ëz ÈUÙW! vïœdëñUî˛WÙ :u! :vM!«œ «œ      ÈWA:OëËUÙ Wìy Æ

 ÈËU~ïWÙ6 ∫ ÈUÙW!x ÈUÙW! vïœdëñUî˛WÙ :u! :vM!«œ «œ      ÈWA:OëËUÙ Wìz Æ

 ÈñUëdO! È“ñW! …d/         ¨         ¨         Wë…ñUJOÅ5 Xfiï«“ Ë3 ÈeOK~MOz Ë1 Æ…ËW¶:|dë…œ“ñW!

 ÈËU~ïWÙ3 ∫ ÈUÙW!y Æ:vM!«œ «œ     Ë      ÈWA:OëËUÙ ËËœñWÙ Wì

 ÈËU~ïWÙ1 ∫ ÈË«;ñ:uÖx ÈË«;ñ:uÖ Ë ÈñUëdO! v"W!U! È“ñW! …d/ :u!yXfiï«“ v"W!U! È“ñW! …d/ :u!
 ÈË«;ñ:uÖ ËzÊUëWA:OëËUÙ vJ:OîW¶fiO< W! WM:ON!ñUëW! ÈeOK~MOz vïUî“ È“ñW! …d/ :u!

WëW¶A8 vïUë…Ë«ñb:OÄ W<ËuM!
  ÆX:OM:|uM!

 ÈË«;ñ:uÖ ¨WJ!…ËWz vMO§:O"xÈñUëdO! ÈWï«ËWì ñUOÅ:uÙ WJïuÇ ÆÂWO:O< ÈWA:OëËUÙ Wì WOOïñU|œ
 ÈWA:OëËUÙ Èd|W< ñWÖWz ¨X:|;ñ:uÖUï Wë…ñUë Wì êOÙ p:|Ë«;ñ:uÖ vïËu!Wï ¨…Ëu"dÖñ…Ë ÈdH<3¨X|WJ!

 XOï«u"…œy v:OÄW!zvM|;ñ:uÖ :u! ÊUï«bO"UO3 Wì vïUM:OÙñUëW! :u! …ñ…bO"WîñU| …ñUë ÂWz …ËW¶:|“:Ëb!
 ÆË«dï«“Wï ËËœ ÈWA:OëËUÙ ËËœ W! v˙:OÙ vîW¶fiO< :u! WëWîW¶fiO<

90 60 70 700
60 70 80 590

60

x y z
x y z

y

+ + =

+ + =

+ÊÊÊÊÊÊÊÊÊ 660 240z =










2

4
5

4
5
6

3

y ÈË«;ñ:uÖ v:OÄW!z ÆWJ!ñUî˛WÙ 60 60 240y z+ =y z= −4

90 10 460
60 10 310

x z
x z
+ =

+ =







90 60 70 700

60 70 80 590

4

4

x z

x z

z

z

+ ( )+ = →

+ + = →



 −

−( )

90 10 460
60 10 310
30 150

x z
x z
x

+ =

+ =
=ÊÊÊÊÊÊÊÊ

30 150
5

x
x
=

=ÊÊÊÊ

90 10 460
10 10

5( )+ =
=

z
zÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊ

ÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊz =1

90 60 70 700
60

5 1( ) ( )+ + =y
yÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊ

ÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊ
=
=

180
3y

z =1 y= 3 x = 5

 s|dOÅ
 ÈñUëdO! ÈeOK~MOz vïUî“ ÊUëW¶fiï«“ ÂW3ñW<  Ë«ñu:O˘UÄ

 ˜ô:u<
 UïU<

80
80 700

50430 70

907080
370
490

→→

1 Ê«“u< È…d/

 œ«“Uz È…d/

 ñUOÅuÙ È…d/

4
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 ÈWï«Ë31 1-2

 «b|ñUëdO! Wì ÊËu§î«Ë…œñW!

  ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

2

 ÆX|Wë…œñUJOÅ X:|œ ÈWîW¶fiO< ËWz „…Ë v˙:OÙ vJ:OîW¶fiO< Ê:uÇ

È…ËWz :v! WîU$Wz ËWz W¶|W~! XOï«u"…œ U|Uz ¨WîW¶<Wz vëWîW¶fiO< X:|œ ÈWîW¶fiO< ËWz
 Æ…ËWJ§OïËË;ñ øX|WJ!ñUJOÅ WëWîW¶fiO<

 Ë«dëW¶<«;ñUz vïUM:OÙ«;ñ

 ÆWM:ON!ñUëW! p:OîW¶fiO< ñWÙ vïœdëñUJOÅ :u! Êœd!ô ÈU~:|;ñ

 ÊœdJ:O3W§:O3 Ë ÊUM:OÙ«;ñ

   ÆWM:ON!ñUëW! p:OîW¶fiO< ñWÙ vïœdëñUJOÅ :u! Êœd!ô ÈU~:|;ñ

1
x y z

y z
y z

+ + =

+ =

+ =













2 3
2 3
2 5

x y z
y z

z

+ + =

+ =

=













2 4
2 3
5 5

345
− + + =

− + + =

− + =−













2 3 20
3 2 21

3 2 3 9

x y z
x y z

x y z

x y z
x y z
x y z

+ + =

+ + =

+ − =−













2 3 9
3 2 5
4 5

x y z
x y z

x y z

+ + =

+ − =

+ + =













2

7

8
2 4

3

6  ÊUë…ñUë Èd:OÖñUëË Êü«bMî :u! ∫X:OÅ:Ëdã…œ XOKÄ ñ:u3 :v< Êü…˛Uz ÈWâ8U! v"W|«ñW!u:|;ñW!
…Ë…ñËË˛ WïËuÇ vïUëW¶OKÄ vM¶Å:Ëdã …Ë…ñ«u8 ÈW¶A8 Wì ÆÊUë…ñËWÖ WïWîW" Ë ÊUï«ËW3ËWï

 È…ËUî Wì WëWâ8U! :u!3 Æ…Ë…“:Ëb! WëW¶OKÄ …ñ:u3 :v<Wì „W|ñWÙ v8dï X:|ËWë…œñ…œ d:Oîó"Uë

 †Uë ÊUë…ñËWÖ ÊUï«ËW3ËWï Êü«bMî ñUM|œW! ÊUëWM¶Å:Ëdã v8dï

5
5
4

10
5
2

12
4
3

310 000
155 000
92 000

 Êü…˛Uz ÈWâ8U! :u! …Ë…ñËË˛WïËuÇ

16 00 15 00: :−

17 00 16 00: :−

18 00 17 00: :−

789
2 3 1

4 3 2 4
3 2 5 3

x y z
x y z
x y z

− − =

+ + = −

− + + = −









5 6 2 21
2 3 3 9
3 9 4 24

x y z
x y z
x y z

− + =

+ − = −

− + − = −









4 7 42
2 2 3 26
2 3 5 10

x y z
x y z
x y z

+ − =

− + + = −

− + =








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 ÈWï«Ë 321-2

GC
Ü

ê
O

GC
Ü

ê
O

10 ∫…bM|Uz Èó:O§Oï«ñ:uÖ v:Oë;d§A:OÄ Wì vÅ:u8 :u! v:OÄW! Ê«œñU|;d! ÈWïóOì3Ë …dÙW!ò ñ…u:OÄ
Wï«ñ…u:OÄ ËWì „W|ñWÙ :u! sM:O~ïW<…b˘WÙ Ê«ñWJ:Oë;d§A:OÄ åÊUM:ON:O3W! Ë :uïUÅ ñW<Wì ÊU¶<…Ë
vïbïU~ïWfi˘WÙ …Ë…ñ«u8 ÈW¶A8Wì ¨…Ë«dJ|ñU|œ v|U":uë vïbïU~ïWfi˘WÙ Wì ÈœW< vëW|…ó:|;ñ

v|U":uë vïbïU~ïWfi˘WÙ ¸WÖWì „W|Wï«u:OÄ ñWÙ v:OÄW! X:|ËWë…œñ…œ Ê«ñWJ:Oë;d§A:OÄ Wì :v<
 ø…bïWÇ p:|ñ…u:OÄ ñWÙ v|U":uë vïbïU~ïWfi˘WÙ ÈœW< È…ó:|;ñ ÆÊUOJ:OëW|ñWÙ

 ñWJ:Oë;d§A:OÄ

 “«ñUz
 ÊUOÑ

 ”«ñUz

 …dÙW! :uïUÅ ñW<Wì ÊU¶<…Ë ÊUM:ON:O3W! v|U":uë vïbïU~ïWfi˘WÙ

8
9
6

9
7

10

10
8
8

9.2
8.1
7.8

 ˛:Ë;ñWÅUÄ Èó:O§Oï«ñ:uÖ v:Oë;d§A:OÄ

 ‘“ñ…ËÈ:uë Ëu! ”Wë ÂWëW| ©WO§î«œ Èuì® UJ|dîWz ÈW"W!W< vÄ:u" v¶:OëW| ÈËËó:Oî Wì
 W"U~! vïUë…Ë«dëñUî:u" W˘U872613ËËœ Ë v˘U8 :v< vï«b˘WÙ ñW<W! …Ë«dJÅW!«œ Wë ¸U8
 WO§î«œ Æ«bO˘U8 „W| Ë v˘U82 144„W| vï«b˘WÙ Wì È…ËWì …d"U|“ v˘U8 ËËœ vï«b˘WÙWì v˘U8

 Ë …ËËœdJ|ñUî:u" v˘U81 558Wì È…ËWì d"U|“ …ËËœdJ|ñUî:u" v˘U8 „W| vï«b˘WÙ Wì v˘U8
   Æ…ËËœdJ|ñUî:u" ÊUëWï«b˘WÙ Wì p:|ñ:u3 ñWÙWì v˘U8 bïWÇ ¨…ËUM:ON¶<…œW! v˘U8 :v<

11

ÂWz vïœdëñUJOÅ W! v¶fi|u:OÄ WÅ:u~:O< WJM! vJ:Oî…;ñWÙ vïœdJ¶<Ëñœ :u! p:|ñU|“«bïWz
 ÆñUJOÅ È…ËWM|“:Ëœ :u! …b! Wë…ñU|“«bïWz v"WîñU| ¨X:O!…œ WîW¶fiO<

,,,
,,

,

12

x y z
x y z
x y z

+ + =

− + =

− + − = −









53
3 2 69

2 59

ÆvîW¶fiO< ÈñUJOÅ W¶:O!…œ …Ë…ñ«u8 ÈWïUîWì ÂUë 13
2 3 1

4 2 3 1
4 6

x y z
x y z
x y z

+ + = −

+ + =

− + = −









z y x= − = − =1 2 2
z y x= − = =1 2 0

z y x= − = =1 1 2
z y x= = − =2 2 3

Wë ¨Wï«dOî vïWîW" È…bï…ËWz ËËœ Ê«“:u< vïWîW" ¨Ê«d! Ë pÅu8 ÊUÑU< Ë Ê«dOî Ë Ê«“u<
 gOï«dOî vïWîW"12 ‘UÄ ¨…d¶îWë ÊUÑU< vïWîW" Wì ¸U<5W¶:O!…œ ÊUÑU< vïWîW" ¸U<

 ø…bïWÇ ÊU|WëW|ñWÙ vïWîW" Ê«dOî vïWîW" È…bï…ËWz ËËœ

14

 Ê«“:u<6 Ê«dOî3 ÊUÑU<15 Ê«“:u<5 Ê«dOî10 ÊUÑU<22
 Ê«“:u<34 Ê«dOî17 ÊUÑU<29 Ê«“:u<14 Ê«dOî7 ÊUÑU<19
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 ÈWï«Ë33 1-2

 ÆñËuMfi:O! Ë ñ«œñuM< Ë ÂW¶<Wz Ê«u:OïWì WJ§MO˘:uÄ WïUîW¶fiO< ËWì „W|ñWÙ

 …Ë«Ëœ :u! p:OMOï«Ë;ñ

…ËWA:OÄ :u! p:OMOï«Ë;ñ

 ÊUÅUÄ ¨WJ!ñUJOÅ ÊUëW~ïW<ô vîW¶fiO< v|…ËWïœdJïËË;ñ W!3ñUJOÅ ÈWÇËUï v˘U8
 ÆWJ!ñU|œ

16

17

18

7 13
28 4 12

x y
x y
+ =

+ =−







2 3 15
3 2 15

x y
y x
− =−

− =







8 24 64
9 45 72

y x
y x
− =

+ =







y
y x
x

+ ≥

+

−













8 0
2 4

6
<

>

15
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 ÈWï«Ë 342-2

ÊË«dÅ:uÄ«œ ÊUë…“ËW< Wë…ËË;ñ W! ¨bOîdè ÊU| :u"WLOÇ v"UO3Wì Wë ÊWï«ËË;ñ ËWz ¨ÊUë…“ËW< …ËË;ñ
È…ËUz …bM:OÙ ËWz Ë ÊUëWë…ËË;ñ v8dï Æ«ËWÙ Èñ:u3 vïœdJÅU! Ë vîñWÖ ÈWKÄ È…ËWïœdJîWë :u!

vïUëWïœñ«ó§˘WÙ Wì ÈñW~|ñUë ¨Êó1…œ ÊUëWë…ËË;ñ ÈWï:u!ñUë ÈbOfië:uz Â…ËËœ …;d! ËWz Ë W¶fi|u:OÄ
 Æ†Uë…œ ÊUëWâ8U! vï«ñU|“«bïWz ÊW|ô Wì ÊUëWë…ËË;ñ v˙:OÙ vî«dÖ:Ë;dÄLinear programming

Wë ¨p:O3ñWî bïWÇ v:OÄW! „W|WA8Wï ÈUÙW! s|d¶ëuâ! ÊU| s|d"…ñËWÖ È…ËWM|“:Ëœ :u! WëW|U~:|;ñ
 ÆWë…ñUO<dÄ vïUëW3ñWî X:|d"Ë…bO:OÄ

 ÃñWîConstraint Æv˙:OÙ vî«dÖ:Ë;dÄ ÈñUO<dÄ Wì ÊUëW~ïW<ô Wì p:OëW| Wì WOO¶|d!
v|…ËWïœdJïËË;ñ W! †Uë…œ :v3W§:O3 ÊUëW3ñWî ËuîWÙ ÈWï«ñUJOÅ W˘Wî:uë ËWz X:|dï«u"…œ

 X:|d"Ë…bO:OÄ Ë †Uë…œ«b|WÄ «bïUëWïU"Ë:uÄ v¶8W"ËË;ñ Wì „W|WÇËUï ‘WîWz ¨X:|dM:|uM!
 ÊUë…ñUJOÅ ÊU| ËU$uÖ ÈWÇËUïFeasble Region Æ

 v˙:OÙ vî«dÖ:Ë;dÄ

 ÊUëW$UîUz

•vî«dÖ:ËdÄ vïUë…ñUO<dÄ
 Æ†Uë…œñUJOÅ v˙:OÙ

 ÈWï«Ë22vïUë…ñU|“«bïWz

ÊUëWOO˙:OÙ Wî«dÖ:Ë;dÄ ÊUëWâ8U!

vïœdJ|ñU|œ :u! sM:OÙ…œñUëW!

…ËËñ ñW<Wì ÈWïUë…ËËñ ËWz

 ÆsM:|ËdïU|…œ ÊUë…“ËW<

 øvÇ:u!

Linear Programming

   W‡‡‡‡ïu‡‡‡/1X:OA:Oë…œ „W|Wâ8U! v|…“«bïWz ÈWA8Wï Ê«ËdO< ∫v|…ËWïœdJïËË;ñ W! ËU$uÖ ÈWÇËUï vïbï«uï

WëWë…ËË;ñ Èñ:u3 ÂWëW| ¨XOM:OÙ…œñUëW! „…ËË;ñ …ñ:u3 ËËœ Ë X:O!Wï d"U|“         Wì ÈWë…ñW!ËË;ñ

ñWÙ v8dï ¨X:OÅ:uÄ…œ«œ       ÈñW!ËË;ñ WëWë…ËË;ñ Èñ:u3 Â…ËËœ Ë ¨X:OÅ:uÄ…œ«œ        ÈñW!ËË;ñ

ñUM|œ Ê:uOKî „W|Wì ÊUëWë…ËË;ñ vïËuâ:O" W¶fi|u:OÄ Æ…ñUM|œ       Wë…ñ:u3 ËËœ Wì p:Oë…ËË;ñ

   ÆWM:|uM! ËU$uÖ ÈWÇËUï È…ËWïœdJïËË;ñ W! Ë W<ËuM! ÊUëW3ñWî ¨†UëWï;ñWá:O"

  ÊUë…Ë«ñ«“
Vocabulary
 v˙:OÙ vî«dÖ:Ë;dÄ

Linear programming
 ÃñWî

Constraint
 ËU$uÖ ÈWÇËUï

Feasible Region
 œËu<W! ÈWA8Wï

Objective Function

 ÈË«;ñ:uÖ ÈUL:OÙx Ë ÂWëW| Èñ:u3 vïUëWë…ËË;ñ È…ñUî˛ :u!yÈñ:u3 vïUëWë…ËË;ñ È…ñUî˛ :u!
   ÆW<ËuM! ÊUëW3ñWî ¨:vM!«œ Â…ËËœ

ËuîWÙ vM|;d!d¶ëW| ÈW|WÇËUï ËWz ¨WJ!ñUJOÅ Wë…ñUO<dÄ vïUëW3ñWî ËuîWÙ v|…ËWïœdJïËË;ñ W!
 u"ËWJ¶<…œ ÈWÇËUï ¨WJ§~ï…;ñ X:OM:|bJ:OÄ ÊUë…ñUJOÅ WÇËUï

WëW|ôñ«uÇ Wë ¨ËU$uÖ ÈWÇËUï Wì WOO¶|d! ©Ë«dJ~ï…;ñ ÈWÇËUï®
         Wì 5O¶|d! vïUë…ñW< v˘U8 Æ              ¨                  ¨               ¨

2500

x ≥
≥

≤
≤










0
y

x y
x y

0
1.2 +2 600
2500 +2500 1000000

 X:O! VìU< X:O!Uï ÊUëWë…ËË;ñ È…ñUî˛

 ÆWOOï d"U|“            Wì Ë«dÅ:uÄ«œ ÈñW!ËË;ñ

0 0,Ê( )400 0,Ê( )250 150,Ê( )0 300,Ê( )
 ∫WJ§ï«œU<UÄXOMO!…œ ¨X:|d:|ó§˘WÙ                  „…Ë vJ:O˘U8 ñWÖWz

 Æ†Uë…bï«œU<UÄ ÊUëW3ñWî ËuîWÙ ÈWëWïU"Ë:uÄ
100 100,Ê( )

600m2

1.2m22m2

600 2Êm

 Wì ÊUëWë…ËË;ñ vïËuâ:O"100 0 000 ÆWOOï d"U|“ ñUM|œ

√ÂWëW| Èñ:u3

 Â…
ËË

œ È
ñ:u3
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ÈWï«Ë35 2-2

Wì œËu<W! vëW|WA8Wï ñWÖWz ∫X:|dM:O*Wfi! …Ë…ñ«u8 ÈWîWz ¨…Ë…d"üU! ÈñUëdO! È:uÙW! X:|dï«u"…œ
ËWz W"Uë…œ WëWA8Wï «ËWz ¨X:O!WÙ ÈUÙW! s|d¶ëuâ! ÊU| s|d"…ñËWÖ v˙:OÙ vî«dÖ:Ë;dÄ vJ:|ñUO<dÄ

ÆËU$uÖ ÈWÇËUï vïUë…ñW< Wì p:|ñW<Wì W|UÙW!

ÈËU$uÖ ÈWÇËUï v|…ËWïœdJïËË;ñ W!ÆWM:|uM!

v¶8W"ËË;ñ Wì ËU$uÖ ÈWÇËUï vïbï«uï UNïW" ¨X|Wë…œñUJOÅ v˙:OÙ vî«dÖ:Ë;dÄ vJ:|ñUO<dÄ p:O"Uë
Wì «ËWë ¨…ËW¶|“:Ëb! Wï«Ë«;ñ:uÖ ËWz ÈUÙW! W¶fi|u:OÄ †ñW<Wì †Uë ÈW!ñ:Ë“ ¨WOOï ”W! «bïU"Ë:uÄ

…ñ:u3 ÂW! ¨s|d¶ëuâ! ÊU| s|d"…ñËWÖ W"UJ! ÈWëW|UÙW! Wï«Ë«;ñ:uÖ ËWz È:uÙW! ÊWë…œ WëWA8Wï
X:|d"Ë…œ ‘WïUA8Wï©˝FHM*« ˝ì«œ® œËu<W! ÈWA8WïÈWÇËUï v:OÄW!

ÊU| …ËWJ:OÄ ÊUOëËËœñWÙ ÊU| s|d¶ëuâ! ÊU| s|d"…ñËWÖ Wë…œËu<W! WA8Wï X:|dë…œ ¨ËU$uÖ
ÆX:O!Wï ÊUOâOÙ

…b§˘ËWÙ

s|d¶ëuâ! ÈUÙW! ÊU| s|d"…ñËWÖ ÈUÙW! Wë…œËu<W! WA8Wï
ÆWOOï …ËWJ:OÄ vïUOëËËœñWÙ Ë W|WÙ

Ë s|d"…ñËWÖ ÈUÙW! Wë…œËu<W! WA8Wï
ÆW|WÙ s|d¶ëuâ!

ÊUë…Ë«dëWM|ñU|œ WÇËUï Ë ÊUë…Ë«dJ|ñU|œ WÇËUï

Ë«dJ|ñU|œ ÈËU$uÖ ÈWÇËUïË«dëWM|ñU|œ ÈËU$uÖ ÈWÇËUï

Wì
WïüU<

CO2 1.05kgWì
WïüU<

Â…ËËœ Èñ:u3ÂWëW| Èñ:u3

CO2 0.7kg

W‡‡‡‡ïu‡‡‡/2

«bOO˙:OÙ vî«dÖ:Ë;dÄ Wì WJ"uì ©√b§î® ÈU"…ñW<

ÈUÙW! s|d¶ëuâ! ÊU| s|d"…ñËWÖ «bOO˙:OÙ vî«dÖ:Ë;dÄ vJ:|ñUO<dÄ Wì œËu<W! ÈWA8Wï ñWÖWz
ÆËU$uÖ ÈWÇËUï vïUë…ñW< Wì p:|ñW< Wì WïU|UÙW! ËWz W"Uë…œ W|WA8Wï ËWz «ËWz ¨X:O!WÙ

È;ñWÄËWz WïUëWâ8U! ÈñU|“«bïWz Ê«ËdO<

«ËWÙ vïËu§fiOÄ vM¶<«ñUÄ vM"dÖ«;ñ W! v~ïdÖ

ñUë Ê«ËdO< ¨W¶<W!Wî ËW! 7A|WÖ :u! †«œ…œ

ÈWïUë…ËË;ñ ËWz È…ñUî˛ †Uë…œ …ËWz :u!

Êóî…b˘WÙ Ê:u!ñUë ÈbOfië:uz Â…ËËœ s|d"ñ:Ë“

vïUëWO|«;dJ:O" ¨X:O! s|d"…ñËWÖ

Ë Ê:u!ñUë ÈbOfië:uz Â…ËËœ vM|óL˘WÙ

ÈWïu/ vïUë…Ë«ñb:OÄ1:u! WM:ON!ñUëW!

ËËœ ËWì ÊUëWë…ËË;ñ È…ñUî˛ È…ËWM|“:Ëœ

Æ…ñ:u3

x ≥
≥

≤
≤










0
y

x y
x y

1.5
2.5 +5 20
3 +2 12

Objective Function
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 ÈWï«Ë 362-2

 Æ…Ë…ñ«u8 ÈWïU3ñWî ÂWz v:OÄW! WJ§|ñU|œ                        ÈœËu<W! ÈWA8Wï :u! UÙW! s|d"…ñËWÖ   …b§˘ËWÙ

250 150,Ê( )

 ÈËU~ïWÙ1 ∫X:|ñóî…b˘WÙ ÈWï:u!ñUë ÈbOfië:uz Â…ËËœ ËWz È;d!
 ÈË«;ñ:uÖW!CÈñ:u3 vïUëWë…ËË;ñ È…ñUî˛ :u! ¨WJ!UL:OÙ

 ÂWëW|x Â…ËËœ Èñ:u3 vïUëWë…ËË;ñ È…ñUî˛ :u! Ëy
 ÆW<ËuM! œËu<W! ÈWA8Wï ¨WM:ON!ñUëW!C x y= +0 1 05. .7

 ÈËU~ïWÙ2 ∫Ë W<ËuM! Wë…ñUO<dÄ vïUëW3ñWî
 ÆWM:|uM! ËU$uÖ ÈWÇËUï

 ÈËU~ïWÙ3 ∫ ÆWJ!ñUî˛WÙ ËU$uÖ ÈWÇËUï vïUë…ñW< Wì p:|ñW< ñWÙWì œËu<W! ÈWA8Wï ÈUÙW!

 W¶fi|u:OÄ Ê«ËdO<250 Ë ÂWëW| Èñ:u3 vë…ËË;ñ Wì150È…ËWz :u! X:OM:|Ë;d! Â…ËËœ Èñ:u3 vë…ËË;ñ Wì
 ÆÈ;ñWÄËWz W"U~! Êóî…bO˘WÙ WëWâ8U! vïUëWë…ËË;ñ ÈWï:u!ñUë ÈbOfië:uz Â…ËËœ …;d! ËWz

x ≥
≥

≤
≤










0
y

x y
x y

0
1.2 +2 600
2500 +2500 1000000

315
0

280
332.5

C0.7 +1.05x yx Êy,( )

0 7 0 1 05. .( ) ( )+ 0
0 7 0 1 05. .( ) ( )+ 300

0 7 250 1 05. .( ) ( )+ 150
0 7 400 1 05. .( ) ( )+ 0

0 0,Ê( )
0 300,Ê( )

400 0,Ê( )

ÈñW<Wì œËu<W! ÈWA8Wï
 ÆW|WÙ vM|d"…ñËWÖ ÈUÙW!

250 150,Ê( )

p x y= +25 30
x ≥
≥

≤
≤










0
y

x y
x y

1.5
2.5 +5 20
3 +2 12

   W‡‡‡‡ïu‡‡‡/3 ÊUëWïœdJ:O3W§:O3

ÂWz :u! Èñ«ufiá<Wz vJ:O˘UçO¶fiOÑ :u! †Uë…œ…œUîUz u"uè ËUïWì ÊUëWïœñ«u8 Wî…˛ Wï«˛:Ë;ñ Êu¶fi:O!

ÈWï«˛:Ë;ñ v:|dë UM:OÙñUëW! Èñ:uáfiÄUï vJ:|ñUJ:|dë bïWÇ Ë ñ:uáfiÄ vJ:|ñUJ:|dë bïWÇ W¶<W!Wî

 ñ:uáfiÄ vJ:|ñUJ:|dë60 000 ñ:uáfiÄUï vJ:|ñUJ:|dë Ë ñUM|œ40 000ÈWO:|dë ËWz p:O3ñWîW! ¨…ñUM|œ

 Wì :v"«bïU|…œ1 440 000 «b|ñ:uáfiÄ vJ:|ñUJ:|dë ñWÙ ñW§î«ñW! Wì Êu¶fi:O! ¨†UëWï;ñWá:O" ñUM|œ3
 UNïW"Ë W¶fi|u:OÄ Èñ:uáfiÄUï ÈñUJ:|dë16 ñ:uáfiÄ vJ:|ñUJ:|dë ¨W|ô Èñ:uáfiÄ ÈñUJ:|dë25Wì u"uè

 ñ:uáfiÄUï Ë «bJ:|d:Oîó"Uë18p:|ñ:u3 ñWÙWì ÊUë…ñUJ:|dë È…ñUî˛ †Uë…œ …œUîUz «bJ:|d:Oîó"Uë Wì u"uè

   ÆX:O! s|d"…ñËWÖ s:|dë…œ …œUîUz ÈWï«u"Ëuè ËWz È…ñUî˛ È…ËWz :u! …Ë…“:Ëb!

1 W~§:O" Wë…ñUO<dÄ

WO|ñUOï«“ :u! p:O¶fiOì ¨ÊUë…ñ:uáfiÄUï È…ñUî˛ Ë ÊUë…ñ:uáfiÄ È…ñUî˛ X:|bJ:OÄ ‘W! ËËœ Wì WëWîü…Ë
 ÆWJ§¶<Ëñœ ÊUëW~M|dÖ

• ñ:uáfiÄ v:|dë60 000 ñ:uáfiÄ Uï v:|dë ¨«bJ:|˛:Ë;ñ Wì …ñUM|œ40 000 Æ«bJ:|˛:Ë;ñ Wì …ñUM|œ
• Êu¶fi:O!1 440 000 ÆÊUë…ñUJ:|dë :u! :Èdë È;ñWÄËWz :u! …ËœdJ|ñU|œ ÈñUM|œ
• Wë…ñ:uáfiÄ25 ‘Wë…ñ:uáfiÄUï Ë «bJ:|d:Oîó"Uë Wì u"uè18 Æ†Uë…œ …œUîUz «bJ:|d:Oîó"Uë Wì u"uè
• p:|ñ:uáfiÄ ñWÙ :u! Êu¶fi:O!3 ÆW¶fi|u:OÄ Èñ:uáfiÄ Uï
• UNïW"16 ÆW|WÙ Èñ:uáfiÄ ÈñUJ:|dë
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 ÈWï«Ë37 2-2

 W! v¶fi|u:OÄ WëWïU‹§:O¶ë ¨X:|dJ! V:O¶ë :u! »ü:Ëœ X:|ËW|…œ „W|WïU‹§:O¶ë ÈñW!…u:|;ñW!m320Wã…;ñ
 W! ÊUO¶fi|u:OÄ ÂWëW| Èñ:u3 vïUëW!ü:Ëœ ¨W|WÙm32 ÈWëW8dï Ë W|WÙ Wã…;ñ200 000Ë …ñUM|œ

 W! ÊUO¶fi|u:OÄ Â…ËËœ Èñ:u3 vïUëW!ü:Ëœm16 ÈWëW8dï Ë W|WÙ ÈWã…;ñ125 000v:OÄW! Æ…ñUM|œ
 …Ë…ñ:Ë“ vïW|ôW! WïU‹§:O¶ë v˘:uÙ vïUëWï«u:OÄ8 Ë ÂWëW| Èñ:u3 Wì »ü:Ëœ12Èñ:u3 Wì »ü:Ëœ

È…ËWz :u! X:|;dJ! p:|ñ:u3 ñWÙ Wì »ü:Ëœ bïWÇ W¶fi|u:OÄ WëWïU‹§:O¶ë ÈñW!…u:|;ñW! ¨X:|dÖ…œ Â…ËËœ
 ø†«b! …ñUÄ s|d¶îWë

   …b§˘ËWÙ

 :vM!«œ Wë…ñUJOÅ :u! ÊöÄ 2
 ÈË«;ñ:uÖx ÈË«;ñ:uÖ Ë ÊUë…ñ:uáfiÄUï …ñUJ:|dë È…ñUî˛ :u!y:vM!«œ ÊUë…ñ:uáfiÄ …ñUJ:|dë È…ñUî˛ :u!

   ÆW"uO<Ëuï ÈWïU~ïdÖ WO|ñUOï«“ v:OÄW! ÆW<ËuM! œËu<W! ÈWA8Wï ËWë…ñUO<dÄ vïUëW3ñWî

 ÈË«;ñ:uÖp  Wì WOO¶|d! œËu<W! ÈWA8Wï :vM!«œ «bJ:|d:Oîó"Uë Wì ÊUë…Ë«dë…œUîUz …u"Ëuè È…ñUî˛ :u!

Wë…œËu< W! WA8Wï ÈUÙW! ÊUÅUÄ WJ§|ñU|œ ÊUë…ñW< Ë ËU$uÖ ÈWÇËUï v|…ËWïœdJïËË;ñ W!
 ÆWJ!ñUî˛WÙ «bJ:|ñW< ñWÙWì

 Êu¶fi:O! W¶fi|u:OÄ ¨«œ             ÈñW<Wì X:O!…œ ÈUÙW! s|d"…ñËWÖ œËu<W! ÈWA8Wï8ÈñUJ:|dë
 Ë ñ:uáfiÄ24 ÆX:OM:ON!ñUëW! ñ:uáfiÄ Uï ÈñUJ:|dë

 …Ë«Ëœ :u! p:OMOï«Ë;ñ 4

 WJ!ñUJOÅ 3

 Æ†Uë…œ Ê«œU<UÄ Wë…ñUO<dÄ vïUëW3ñWî ËuîWÙ             ÈË«d‹:|;ñ W"Ëu3 È…ËWì W!UOM˘œ

x ≥
≥

≤

≥

≤













0

1
3

y
x y

y x
y

0
40000 +60000 1440000

16



p x y= +18 25

p 0 0 18 0 25 0 0,Ê( )= ( )+ ( )=

p 0 16 18 0 25 16 400,Ê( )= ( )+ ( )=
p 12 16 1 18 12 25 16 616,Ê( ) = ( )+ ( )=

p 24 8 1 18 24 25 8,Ê( ) = ( )+ ( )=632

24 8,Ê( )

24 8,Ê( )
x ≥ 0y≥ 0y≤16
24 0≥ √8 0≥ √8 16≤ √

y xÊ Ê≥ 1
340000 60000x y+ ≤1440000

40000 24 60000 8 1440000× + × ≤ yÊ Ê≥ ( )1
3 24

8 8Ê Ê≥1440000 1440 000Ê Ê Ê≤

 ÆWOOï VìU< ÊUë…ñUJ:|dë È…ñUî˛

 Wì ÊUë…ñUJ:|dë v:|dë1 440 000 Æ†UëUï;ñWá:O" ñUM|œ
 ñWÙ :u! ;ñ:uáfiÄ vJ:|ñUJ:|dë ÂWë vïW|ôW!3 Æ;ñ:uáfiÄ Uï ÈñUJ:|dë

 Wì WOO¶|d! ÊUë…;ñ:uáfiÄ …ñUJ:|dë È…ñUî˛16 Æ

√√

√√

√
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 ÈWï«Ë 382-2

 ÈñUëdO! Wì ÊËu§î«Ë…œñW!

  ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

1 øX:|;d!…œñ…œ v˙:OÙ vî«dÖ:Ë;dÄ vJ:|ñUO<dÄ vïUëW3ñWî Ê:uÇ
2 ø«dïËUï ËU$uÖ ÈWÇËUï W! ñUJOÅ ÈWÇËUï vÇ:u! :u" È«;ñW!

 ÆWJ!ñU|œ ËU$uÖ vëW|WÇËUï ñWÙ v|…ËWïœdJïËË;ñ W!

 vïUëW|UÙW!x ËyWA8Wï W! †«œ…œ UÙW! s|d¶ëuâ! ÊU| UÙW! s|d"…ñËWÖ Wë …Ë…“:Ëb!

 ÆWë…œËu<W!

 vïUëW|UÙW!x ËyWA8Wï W! †«œ…œ UÙW! s|d¶ëuâ! ÊU| UÙW! s|d"…ñËWÖ Wë …Ë…“:Ëb!

 ÆWë…œËu<W!

 Ë«dëW¶<«;ñUz vïUM:OÙ«;ñ

345
x
y
y x
y x

≥
≥
≤ +
≤− +










0
0
3 3

7

x
y
y x
y x

≥
≥−
≤ +

≤− +










0
1

1
61

4

x
y
y x
y x

≥−
≤
≥ −
≤− +










2
1

5 2
2 3

0.

 ÆWJ! †Wë…ñUJOÅ vï«œU<UÄ Ë WJ!ñU|œ ËU$uÖ vëW|WÇËUï ñWÙ v|…ËWïœdJïËË;ñ W!

6
7
8

 vïUM:OÙ«;ñ ÈñUO<dÄ vïUëW3ñWî3

 UÙW! s|d¶ëuâ! ÊU| UÙW! s|d"…ñËWÖ

 vïUM:OÙ«;ñ ÈñUO<dÄ vïUëW3ñWî4
 vïUM:OÙ«;ñ ÈñUO<dÄ vïUëW3ñWî5

 UÙW! s|d"…ñËWÖ

 UÙW! s|d"…ñËWÖ

 UÙW! s|d¶ëuâ!

 ÊUëW3ñWî œËu<W! ÈWA8Wï

p x y= +10 16
p x y= +3 5
p x y= +2 4 1 5. .

 Ê«œœ vJA|eÄ Wï«˛:Ë;ñ Ë Wï«œœ vJA|eÄ ñ«u§:|;ñ7ËWz :u! d:Oîó"Uë uOï ¨†Uë…œñUë d:Oîó"Uë
 Ë …ËW"UJ! „UÄ vï«œœ X:|ËW|…œ Wë X:Oï…œ«œ WÅ:u8Wï40 000p:|d:Oîó"Uë Ë ÆX:|dÖ…œñ…Ë :vì ÈñUM|œ

 Ë †Uë…œ vëËuÄ ÈñW<…ñUÇ Wë X:Oï…œ«œ WÅ:u8Wï ËWz :u!95 000ÆX:|dÖ…œË…œ :vì ÈñUM|œ
 …Ë…ñ:Ë“ vïW|ôW! X:Oï«u"…œ WëWJA|eÄ4ÊUOëËuÄ ÈñW<…ñUÇ Wï«˛:Ë;ñ Wë X:OMO§! «bJ:|˛:Ë;ñ Wì ‘:u8Wï

ÊWë…œ ÊUOOëuÄ ÈñW<…ñUÇ ÈWï«ËWz È…ñUî˛ Ë Ê«œœ È…ËWïœdJëUÄ vïUë…ñUÄ È…ñUî˛ ÆÊWë…œ
    Æ†UJ! 5!«œ WëWJA|eÄ :u! †UÙ«œ s|d"ñ:Ë“ È…ËWz :u! ¨…Ë…“:Ëb!

9

  ÊœdJ:O3W§:O3 Ë ÊUM:OÙ«;ñ

101112
x
y
y x
y x

≥
≥
≥ −
≤ +










0
0
4 4

5

x
y
y
y x

≤
≥
≤
≥− −










0
0
9

72

x
x
y x
y x

≥
≤

≥ −

≤− +










0
5

3
4

1
5

13
14
15

 vïUM:OÙ«;ñ ÈñUO<dÄ vïUëW3ñWî10

 UÙW! s|d¶ëuâ! ÊU| UÙW! s|d"…ñËWÖ

 vïUM:OÙ«;ñ ÈñUO<dÄ vïUëW3ñWî11
 vïUM:OÙ«;ñ ÈñUO<dÄ vïUëW3ñWî 12

 UÙW! s|d"…ñËWÖ

 UÙW! s|d"…ñËWÖ

 UÙW! s|d¶ëuâ!

 ÊUëW3ñWî œËu<W! ÈWA8Wï

p x y= − +21 11
p x y= − −2 4
p x y= + 3
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 ÈWï«Ë39 2-2

 È“U<WAOÄWì WJïUÄ vïœdJ¶<Ëñœ X:OM:|œ ÂWÙñW! WJïUÄ …ñ:u3 ËËœ ©vëUïËË;ñ® ÈUÖ“…œ
 ÂWëW| Èñ:u34 Ë X:OïW|U8…œ d:Oîó"Uë40 000Â…ËËœ Èñ:u3 ÈWJïUÄ ¨†Uë…œ Zï«“Uè ñUM|œ

6 Ë X:OïW|U8…œ d:Oîó"Uë80 000Wë…Ë«ñ“Wî«œ vïUM:ONîWÙñW! Èe:OÙ ¨†Uë…œ Zï«“Uè ñUM|œ
 Wï«˛:Ë;ñ15Ë ÂWëW| Èñ:u3 Wì WJïUÄ4È…ñUî˛ s|d¶îWë ¨†UëUï;ñWá:O" Â…ËËœ Èñ:u3 Wì WJïUÄ

 Wì Wï«˛:Ë;ñ v$«“Uè È;d! È…ËWz :u! …bïWÇ «œW|UÖ“…œ ÂWì vïœdëñUë vïUë…d:Oîó"Uë400 000
  øX:O!Wïd¶îWë ñUM|œ

16

ÈœËu<W! ÈWA8Wï W"«œ…œ UÙW! s|d"…ñËWÖ ¸U8 ÂUë
WÇËUï ñW§î«ñW! È…u:OÅ Wë v˙:OÙ vî«dÖ:Ë;dÄ vJ:|ñUO<dÄ Wì

 ÆX:OM:|uï…œ ÈWë…ËU$uÖ

17

p
Q

R
S

P x y= − +

GC
Ü

ê
O

 …Ë«Ëœ :u! p:OMOï«Ë;ñ

…ËWA:OÄ :u! p:OMOï«Ë;ñ

 ÆWJ!ñUî˛WÙ          Ë       WïUîWì „W|ñWÙWì

181920 f x x( )= −
1

2 3f x x( )= 0 5.f x x
x( )= −
−

2 1
1

f ( )7f −( )1
2

 Æ…Ë…“:Ëb! „W|…Ë«dëe|;ñ ñWÙ Èñ…œñËuM<

212223 7 5
8 6










−

−











3 45
1 15

1 2 1
4 0 1
1 2 3

−

−

















ÊÊ
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 ÈWï«Ë 403-2

 ÊUë…Ë«dëe|;ñ vï«bJ:Oì

:u! ÊUë…Ë«dëe|ñ „W|…Ë«ñ“Wî«œ Ê…ËU8

ÊUëWïËuâ:O" Ë ÊUëW"ËWJ¶<…œ È…ËWM|“:Ëœ

 ÆX:OM:OÙ…œñUëW! ÊUëW$«“Uè Ë

 ÊUëW$UîUz

•ÊUë…Ë«dëe|;ñ vïUëW"WHO<
 ÆXOM:O<Uï…œ Ê«bJ:Oì Wì

•WJ|œ vJ:OëW|Wì „W|…Ë«dëe|;ñ
 Æ†«œ…œ

  ÊUë…Ë«ñ«“
Vocabulary

 …Ë«dëe|;ñ ËËœ vï«bJ:Oì vîU$Wz
Matrix product

 v|WÅ:uÖñ«uÇ È…Ë«dëe|;ñ
Square matrix

 vë…ñW< È…dO"
Main diagonal

 WëW| È…Ë«dëe|;ñ
Unit matrix

 øvÇ:u!

 Wì „W|…ñUî˛ vï«bJ:Oì Ê:uÇ X|Ëu!d:Oã «bî…œ“U| vì:uÄ Wìe|;ñXOï«u"…œ UÙ…ËñWÙ X|…b! „W|…Ë«dë
e|;ñ ËËœ vï«bJ:Oì ¨X|…b! WJ|œ vëW|…Ë«dëe|;ñ Wì „W|…Ë«dëe|;ñ Wë…Ë«dëe|;ñWJ|œ vëW|…Ë«dë

 X:|d"Ë…b:OÄ †Uë…œ«b|WÄ …Ë«dëe|;ñ ËËœ vï«bJ:Oì vîU$WzMatrix productËËœ vï«bJ:Oì :u!
e|;ñ ÆX:|dë…b:O3W§:O3 W|Ufi:|;ñ ËËœ ÂWz Wë…Ë«dë

• XOï«u"…œ p:O"Uëe|;ñ È…Ë«dëA Wìe|;ñ È…Ë«dëB ÊU|          ÈñUî˛WÙ W"«Ë X|…b!AB
 vïUëWïu¶< È…ñUî˛ ñWÖWz ¨X|WJ!A È…ñUî˛ W! X:O! ÊUfiëW|e|;ñ vïUë…B Æ

• vï«bJ:Oì vîU$Wze|;ñ Wì          ÈWë…ñ:u3 „W|…Ë«dëe|;ñW"Uë…œ         ÈWë…ñ:u3 „W|…Ë«dë
e|;ñ   Æ          Èñ:u3 Wì „W|…Ë«dë

 ÈWï«Ë33Multiplying Matrices

   Æ      ÈWKÄ Wì …Ë«dëe|;ñ Èñ:u3 vï«bïUAOÄ :u!          vMO<Ëuï ñU3 ÈW!ñ:Ë“

A B=






=

3 5 7 2
4 1 2

3 3 8ÊÊÊ ÊÊÊ Ê
ÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ

ÊÊÊ ÊÊ ÊÊ
ÊÊ
Ê

ÊÊ ÊÊ ÊÊÊ
ÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ

ÊÊÊÊÊÊÊÊ

9
0

5 2 0
1 6 7















AA B ABÊÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊ
ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊ ÊÊ2 4 23 3× × → ×× 4

C D=














=
3 5 2
4 1
5 8

3 3 8ÊÊÊ Ê
ÊÊÊ
ÊÊÊ

ÊÊÊ
ÊÊÊ ÊÊ ÊÊ ÊÊÊ
ÊÊ ÊÊ ÊÊÊ ÊÊ
ÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊ ÊÊ

Ê

Ê
Ê

4
5 2 0 6
1 6 7 2

9
0















ÊÊÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊ Ê
ÊÊÊÊÊ

C D CD
ÊÊ ÊÊÊ ÊÊ3 52 3× ×

 ÊUëWïu¶< È…ñUî˛ Ω ÊUë…e|;ñ È…ñUî˛ ÊUë…e|;ñ È…ñUî˛? ÊUëWïu¶< È…ñUî˛
 …Ë«dëWïW<UM:OÄ

Am n××mn

( )2 3≠≠

È…Ë«dëe|;ñ vïUëWïu¶< È…ñUî˛ È…ËWzñW!Wì
AÈ…Ë«dëe|;ñ vïUë…e|;ñ È…ñUî˛W! WïUfiëW|
B vï«bJ:Oì vîU$Wz «ËWzAB¨…Ë«dëW<UM:OÄ

  Æ         Èñ:u3Wì „W|…Ë«dëe|;ñ WìWOO¶|d!Ë

vïUëWïu¶< È…ñUî˛ È…ËWzñW!Wì
 È…Ë«dëe|;ñCÈ…ñUî˛W! WOOï ÊUfiëW|

 È…Ë«dëe|;ñ vïUë…e|;ñDvîU$Wz «ËWz
 vï«bJ:OìCD   Æ…Ë«dëWïW<UM:OÄ

A ÊÊB2 5× ×5 3C ÊÊD4× ×3 4 5

Ü GCBADCDB

Ê ÊÊÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊ
Ê ÊÊ
C D CD
4 53 4× ×

2 3××

 …Ë«dëWïW<UM:OÄ
ÊÊ ÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊÊÊ

ÊÊÊÊÊÊ Ê Ê
A B AB

2 3 2 35 5× × = ×

ê

Ü CG

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/1Wë…Ë«dëe|;ñ ËËœ vï«bJ:Oì vîU$Wz U|Uz WJ!ñU|œ …Ë«dëe|;ñ ËËœ vï«bJ:Oì ÈUï«u" È…ËWïœdëUO3

   ÆWJ§|ñU|œ ÈWë…ñ:u3 …Ë«dëW<UM:OÄ ñWÖWz ¨Uï ÊU| …Ë«dëW<UM:OÄ

 ÈWïu/ vïUë…Ë«dëe|;ñ1ËËœ vï«bJ:Oì U|Uz …ËWJ§OïËË;ñ ¨ÊUë…ñUO<dÄ È…ËWï«bîü…Ë :u! WM:ON!ñUëW!
   ÆWJ!ñU|œ ÈWë…ñ:u3 Ëu!«dëW<UM:OÄ ñWÖWz Uï ÊU| …Ë«dëW<UM:OÄ Wë…Ë«dëe|;ñ

   …b§˘ËWÙ

 v|UMÅ:Ë;ñ

È…ËWz :u! ∫X:O!dO!Wì †WîWz
…Ë«dëe|;ñ Ëœ vï«bJ:Oì vîU$Wz

È…ñUî˛ W¶fi|u:OÄ ¨X:O!Ë«dëW<UM:OÄ
ÛWÇ È…Ë«dëe|ñ vïUëWïËu¶<

vïUë…e|;ñ È…ñUî˛ W! X:O! ÊUfiëW|
 ÆX<«;ñ È…Ë«dëe|;ñ

Α Β×

m n×n p×
m p×
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 ÈWï«Ë41 3-2

 È…Ë«dëe|;ñ vïUë…e|;ñ È…ñUî˛ È…ËWM|“:Ëœ :u! Ê:uÇ „…ËAË œdë †Wë…Ë«dëe|;ñ Èd|W< WïUO|:u<Uz
 È…Ë«dëe|;ñ vïUëWïu¶< È…ñUî˛ È…ËWM|“:Ëœ :u!BÈ…ËWz :u! œdë †Wë…Ë«dëe|;ñ Èd|W< vïu¶<Wz W!

 vï«b:Oì Wë X|…b! …ËWì ñU|;d!ABÈ…ñUî˛ vïœdëñUî˛WÙ :u! X|Wë…œñUë ÊUîWÙ ÆUï ÊU| …Ë«dëW<UM:OÄ
    Æ…Ë«dëe|;ñ ËËœ vï«bJ:Oì vîU$Wz vïUëWï«œ

 ÊUë…Ë«dëe|;ñ vï«bJ:Oì  W‡‡‡‡ïËu‡‡‡/2
 WM:ON!ñUëW! Wï«Ë«dëe|;ñ ÂWz

 ©Ëu!«dëW<UM:OÄ ñWÖWz® WJ!ñUî˛WÙ ÊUëWï«bJ:Oì vîU$Wz

 WÅË W!

È…Ë«dëe|;ñ Wì      ÈWï«œ vïœdëñUî˛WÙ :u!
P=AB Èe|;ñ vëW|Wï«œ ñWÙkWì

 È…Ë«dëe|;ñAWì ÈWë…ñW§î«ñW! Wï«œ Wì
 vïu¶<j È…Ë«dëe|;ñ Wì …b!BÊUÅUÄ ¨

  Æ…ËWJ!:uë WïUï«bJ:Oì ËWz vïUëWîU$Wz

 …ñUî˛ W! d!W3 W!

PkjP =

















 =

× + ×

1 2

1 2

3 4
6
8

5
7

5 7

ÊÊÊ
ÊÊÊ

ÊÊÊ
ÊÊÊ

ÊÊÊÊ
ÊÊÊ

1 6 2 8
3 5 4 7 3 6 4 8

× + ×

× + × × + ×











a a
b b

a

c
d

c
d

1 2

1 2

1

1

2

2

ÊÊÊ
ÊÊÊ

ÊÊÊ
ÊÊÊ


















+ =

11 21 1 1 2 2 2

1 1 2 1 1 2 2 2

c da a c a d
b c b d b c b d

+ +

+ +

ÊÊÊ
ÊÊÊÊ











D B== 





== −−

11 1
12 10

ÊÊ5 1
2 7

ÊÊ
ÊÊÊ
ÊÊÊ ÊÊ

ÊÊÊÊ
ÊÊÊÊ−−

66 0
ÊÊ0 4 9

3 3 2ÊÊÊÊ
ÊÊ ÊÊ ÊÊÊ

ÊÊ ÊÊÊ














==
−−






A 

 È…Ë«dëe|;ñ vîWëW| Èe|;ñ U¶fi:OzA vî…ËËœ vïu¶< WìB…Ë…ñ«u8 Wì „…Ë Æ…b! È…Ë«dëe|;ñ
 È…Ë«dëe|;ñ Wì      ÈWï«œ vM:|uÅ Wì WëWîU$Wz …ËW"…Ë«dJïËË;ñC ÆW<ËuM! «œ

 È…Ë«dëe|;ñ vî…ËËœ Èe|;ñA È…Ë«dëe|;ñ vîWëW| vïu¶< WìB…Ë…ñ«u8 Wì „…Ë …b!
 È…Ë«dëe|;ñ Wì       ÈWï«œ vM:|uÅ Wì WëWîU$Wz …ËW"…Ë«dJïËË;ñC ÆW<ËuM! «œ

 È…Ë«dëe|;ñ vî…ËËœ Èe|;ñA È…Ë«dëe|;ñ vî…ËËœ vïu¶< WìB…Ë…ñ«u8 Wì „…Ë …b!
 ÈË«dëe|;ñ Wì       ÈWï«œ vM:|uÅ Wì WëWîU$Wz …ËW"…Ë«dJïËË;ñC   ÆW<ËuM! «œ

C12

C21

AB
 È…Ë«dëe|;ñ Èñ:u3 ¨…Ë«dëW<UM:OÄ WëWï«bJ:Oì Wë X|…b!ñU|d! È…ËWz :u! WMJAá! ÊUë…ñ:u3A

 È…Ë«dëe|;ñ Èñ:u3 ¨         Wì WOO¶|d!B ÊUOï«bJ:Oì vîU$Wz ¨         Wì WOO¶|d!AB…Ë«dëW<UM:OÄ
 È…Ë«dëe|;ñ vîWëW| Èe|;ñ W‡         Èñ:u3 WìA È…Ë«dëe|;ñ vîWëW| vïËu¶< WìBWì „…Ë …b!

 È…Ë«dëe|;ñ Wì       ÈWï«œ vM:|uÅ Wì WëWîU$Wz …ËW"…Ë«dJïËË;ñ …Ë…ñ«u8C   ÆW<ËuM! «œ

C AB= =
−






−

ÊÊ ÊÊ ÊÊÊ
ÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ

ÊÊÊÊÊÊ0 4 9
3 3 2

15
2ÊÊÊÊÊ

ÊÊÊÊ
ÊÊÊ?

Ê?ÊÊÊÊÊ?ÊÊ
7
06

46












=






ÊÊÊÊ ( ) ( ) ( )0 4 95 2 6+ +−

C AB= =
−






−

0 4 9
3 3 2

5
2

1ÊÊÊ ÊÊÊ
ÊÊ ÊÊÊ ÊÊ

ÊÊ ÊÊÊÊÊ
ÊÊÊÊÊÊ
ÊÊÊÊÊÊÊ

ÊÊÊ
Ê?ÊÊÊÊÊ?7

06
46 28












= 





+ +ÊÊÊ ( ) ( ) ( )0 4 91 7 0

C AB= = 




−
−

ÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊ
ÊÊÊÊ

ÊÊÊ ÊÊÊ
ÊÊ0 4 9 1

3 3 2
5
22
6

7
0

46 28
9ÊÊÊÊ

ÊÊÊÊ
ÊÊÊ
ÊÊÊÊÊ?ÊÊ














= 




− 
+ +− −ÊÊÊ( )( ) ( ) ( )3 3 25 2 6

C AB= = 




−
ÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊ

ÊÊ
ÊÊÊ ÊÊÊ

ÊÊÊÊÊ0 4 9 5
3 3 2

1
−−













=
−



2

6
46 28

97
0 18ÊÊÊÊ

ÊÊÊÊÊÊ
ÊÊÊ
ÊÊÊ 

+ +−ÊÊÊ( )( ) ( ) ( )3 3 21 7 0

2 3×3 2×
2 2×

C11

C22

 W"«ËWëC AB= = 





Ê46ÊÊÊ28

9ÊÊÊÊ18−

CG

x
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 ÈWï«Ë 423-2

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/3

3. …ñUî˛ ÈUÖ:uë vïUëüUë2 W! …;ñ:u~!6 Ë v|U<Uz Èñ:u3Wì9È…Ë«dëe|;ñ »U|Uï Èñ:u3Wì
 ÈUÖ:uë vïUëW$«“Uè …ËWJ!ñUî˛WÙ Ê«bJ:Oì vîU$Wz2   ÆWJ!ñU|œ

   …b§˘ËWÙ

2. ÆWJ!ñUî˛WÙ WïUîWz vï«bJ:Oì vîU$Wz    …b§˘ËWÙ

 ©œd3® W¶fi8ñ…œ ñW<Wì ÊœdJ:O3W§:O3

¨…Ë«dëW<UM:OÄ WëWï«bJ:Oì vîU$Wz Wë X|…b!ñU|;d! È…ËWz :u! WMJAá! ÊUë…ñ:u3
 È…Ë«dëe|;ñ Èñ:u3B È…Ë«dëe|;ñ Èñ:u3 Ë         Wì WOO¶|d!AWì WOO¶|d!
 vï«bJ:Oì vîU$WzBA Æ        Èñ:u3 Wì Ë …Ë«dëW<UM:OÄ

BA

ê
 È…Ë«dëe|;ñ Èñ:u3 …Ë«dëW<UM:OÄ ÊUOï«bJ:Oì Wë X|…b!ñU|;d! È…ËWz :u! WMJAá! ÊUë…ñ:u3A

 È…Ë«dëe|;ñ Èñ:u3 Ë         Wì WOO¶|d!D vîU$Wz         Wì WOO¶|d!AD Æ…Ë«dëWïW<UM:OÄ

AD

3×2
3×3

2× 3

BA =
ÊÊ ( ) ( )ÊÊÊÊÊÊÊ ( ) ( )ÊÊÊÊÊÊÊ ( )5 0 1 3 5 4 1 3 5 9+ − + + 11 2

2 0 7 3 2 4 7 3 2 9 7 2
( )

( ) ( )ÊÊÊÊ ( ) ( )ÊÊÊÊ ( ) (− + − − + − + ))
ÊÊ ( ) ( )ÊÊÊÊÊÊ ( ) ( )ÊÊÊÊÊÊ ( ) (6 0 0 3 6 4 0 3 6 9 0 2+ − + + ))

Ê Ê
Ê ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊ

ÊÊÊÊ ÊÊ
















=

−

−

3 23 47
21 13 ÊÊÊÊ

ÊÊÊ ÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊ
−

















4
0 24 54

2 3××2 2××

 °W!ñ«œUÖUz

vîU$Wz WJ! ËWz vMO§:O"
 vï«bJ:OìAB WOOï ÊUfiëW|BA

Wì ;ñ:uÖu˘Uz v"WHO< WJïuÇ
 ÆWOOï ÊUë…Ë«dëe|;ñ vï«bJ:Oì

ê

Ü

Ü GCDA BD

 ÆÊUëW$«“Uè Ë ÊUëWïËuâ:O" Ë ÊUëW"UÙ«œ vïœdëñUî˛WÙ Ë Èd:OÖñUë Wì s:|œñUëW! ÊUë…Ë«dëe|;ñ

ËËœ Wì Êœdë«;ñ vëUÅ:uÄ ñ:u3 ËËœ vÅ“ñ…Ë v¶fi|Ë«b:OÄ vëW|UOïUáî:uë

ËËœñWÙ ËUï vïUëüUë ÂWëW| ÈW¶A8 X:|dÅ:Ëdã…œ «œ“«ËUO3 ÈUÖ:uë

Ë ÊËuâ:O" Ë 7Å:Ëdã v8dï gOî…ËËœ Ë X:OM:|uï…œ WëWëUÅ:uÄ ñ:u3

vïËuâ:O" ÆX:OM:|uï…œ p:|ñ:u3ñWÙ vïUëWëW| Wì „W|WëW| v$«“Uè

 Æ…Ë…“:Ëb! «bëW|UÖ:uë ñWÙWì WëWëUÅ:uÄ ñ:u3 ËËœñWÙ v¶AÖ

 ÈUÖ:uë Wì ÊUëWOO¶fi|Ë«b:OÄ vïËuâ:O"1 Wì WOO¶|d!1196000 vïUÖ:uë Wì Ë ñUM|œ2 «œ000772 ÆñUM|œ

ñWÙ :u! ÊUëW$«“Uè Ë ÊUëWïËuâ:O" Ë ÊUëW"UÙ«œ È…ËWM|“:Ëœ :u! WM:ON!ñUëW! ÊUë…Ë«dëe|;ñ vï«bJ:Oì
 Æ„W|UÖ:uë

 ÈUÖ:uë1
 ÈUÖ:uë2

 v|U<Uz »U|Uï

WëUÖ:uë ËËœñWÙ vïUëüUë

14
7

1
2

10
8

14 10
7 8

89 44 45
119 58

ÊÊÊ
Ê ÊÊÊÊÊ ÊÊ Ê ÊÊÊ ÊÊÊ

ÊÊ








 ÊÊÊÊÊ

Ê ( ) ( )ÊÊÊ ( ) (
61

14 89 10 119 14 44 10 5







 =

+ + 88 14 45 10 61
7 89 8 119 7

)ÊÊÊ ( ) ( )
ÊÊÊ ( ) ÊÊ ( )ÊÊÊÊÊ (

+

+ 444 8 58 7 45 8 61) ( )ÊÊÊÊÊÊ ( ) Ê ( )+ +










  ÊUëW"UÙ«œ ÊUëWïËuâ:O" ÊUëW$«“Uè

 ÈUÖ:uë
 ÈUÖ:uë=Ê Ê ÊÊÊ ÊÊÊ

Ê ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊ
2436 1240
1575 803

1196
772











 Œdï ÊËuâ:O" Zï«“Uè

 v|U<Uz

 »U|Uï

 ñUM|œ Ê«ñ«“WÙ W! ÊUëW$«“Uè Ë ÊUëWïËuâ:O" Ë ÊUëW"UÙ«œ v8dï

89
119

44
58

45
61
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 ÈWï«Ë43 3-2

¨ÊUë…Ë«dëe|;ñ vï«bJ:Oì Wì …ñUî˛ v˘:Ë;ñ Ë«dJ|ñU|œ vJ:|ñ:u3 Wì WëW| È…Ë«dëe|;ñ1vï«bJ:Oì Wì X:OMO!…œ
 ñWÖWz ÊUë…ñUî˛A    Æ                         «ËWz           Èñ:u3 Wì X:O! v|WÅ:uÖñ«uÇ vëW|…Ë«dëe|;ñ

ÂWz X:|dï«u"…œ ¨X:|ñb! È:u8Wì v|WÅ:uÖñ«uÇ vëW|…Ë«dëe|;ñ X:|dë…œ È…ËWzñW!Wì
 ÆX:|ËWë…b¶<…œ …Ë«dëe|;ñ ËWz Èe:OÙ Ë X:|dJ! p:|ñU3 bïWÇ …ñ«œdë

 ∫«ËWz                      ñWÖWz

 WìWOO¶|d!           Èñ:u3 WëW| È…Ë«dëe|;ñ WìWOO¶|d!           Èñ:u3 Wì Ë I2
1

1
0

0== 





ÊÊÊ
ÊÊÊ3 3× 2 2×

AI I A Am m= =

I3

1
1

1

0 0
0 0
0 0

==














ÊÊÊ ÊÊÊ
ÊÊÊ
ÊÊÊ ÊÊÊ

ÊÊÊ

m m×

A=
−






5 7

1 4
ÊÊÊÊ
ÊÊÊ

AI2
5 7
1 4

1 0
0 1=

−

















 =

ÊÊ ÊÊÊ
ÊÊÊ ÊÊ ÊÊÊÊ

ÊÊÊ
55 7 5 7
1 4 1 4

1 0 0 1
1 0 0 1

× + × × + ×

− × + × − × + ×





ÊÊÊÊÊ
ÊÊÊ 

 = −








 =

Ê ÊÊÊ
ÊÊÊ

5 7
1 4 A

I A2
1 0
0 1

15 7
1 4=









 −








 =

ÊÊÊ
ÊÊÊ ÊÊ ÊÊ ÊÊÊ

ÊÊÊ
×× + × − × + ×

× + × − × + ×
 5 1 7 4

5 1 7 4
0 1 0

0 1 0 1
( )ÊÊÊÊ
( )ÊÊÊÊ





 = −









 =

ÊÊ ÊÊÊ
ÊÊÊ

5 7
1 4 A h 

 v|WÅ:uÖñ«uÇ È…Ë«dëe|;ñSquare matrix ËWze|;ñ È…ñUî˛ Wë W|…Ë«dëe|;ñvïUëWïu¶< Ë ÊUë…
 sïUfiëW|e|;ñ           Èñ:u3 Wì WëW|…Ë«dë

 vë…ñW< È…dO"Main diagonalÈWÅ:uÖ Wë ÈW|…dO" ËWì WOO¶|d! «bO|WÅ:uÖñ«uÇ È…Ë«dëe|;ñ Wì
 ÆX:OM|WÖ…œ X<«;ñ Wì …Ë…ñ«u8 ÈWÅ:uÖ W! ÛWÇ Wì …Ë…ñW<

e|;ñ WëW| È…Ë«dëUnit matrixe|;ñWì W~3 …dH< vïUëWï«œ ËuîWÙ WO|WÅ:uÖñ«uÇ vëW|…Ë«dë
 W"Uë…œ vë…ñW< È…dO" ñW< vïUëWï«œ1  Æ

 „W|e|;ñ  ÆW|WÙ         v|WÅ:uÖñ«uÇ È…Ë«dëe|;ñ vïUë…ñ:u3 Wì p:|ñ:u3 ËuîWÙ :u! WëW| È…Ë«dë

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/4 ÊUëWO|WÅ:uÖñ«uÇ …Ë«dëe|;ñ vïUë…e:OÙ

 ÆWJ! ÈñUî˛WÙ X:|dë…œ ñWÖWz

I ÊÊÊÊÊC= 





1ÊÊÊ0
0ÊÊÊ1

1ÊÊÊ0ÊÊÊÊÊÊ1
2ÊÊÊ0Ê== ÊÊÊ 2

2ÊÊÊÊÊ4ÊÊÊÊÊ1
5ÊÊÊÊÊ0ÊÊÊ 2

−−
== −−





ÊÊÊÊÊB

11ÊÊÊ 1ÊÊÊÊÊ3
ÊÊ7ÊÊÊ3

2ÊÊ0
−−

==
−−


















ÊÊÊÊÊA 



A2

B2

=
−
−













25 7 3
8 22 1
0 1 12

ÊÊÊ ÊÊÊ
ÊÊÊ ÊÊÊ
ÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊ 

A2 7 3
2 0

7 3
2 0

7
=

−








 −








 =

ÊÊ ÊÊ
ÊÊ ÊÊ ÊÊ ÊÊ

ÊÊ
ÊÊ ×× + − × + ×

− × + × − − × +

7 3 2 7 3 3 0
2 7 0 2 2 3 0

( )ÊÊÊÊÊÊÊÊ
( )ÊÊ ××









 = − −









0

43 21
14 6

ÊÊ ÊÊÊ
ÊÊÊ

B2
2 4 1
5 0 2
1 1 3

= −

−









ÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊ
ÊÊÊÊ ÊÊÊ
ÊÊÊ ÊÊÊÊ 





−

−





ÊÊ
ÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ
ÊÊÊ ÊÊÊ
ÊÊÊÊ ÊÊÊ

2 4 1
5 0 2
1 1 3











=

× + × + × × + × + −2 2 4 5 1 1 2 4 4 0 1 1ÊÊÊÊÊÊÊÊ ( )ÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊ22 1 4 2 1 3
5 2 0 5 2 1 5 4 0 0 2

× + − + ×

× + × + − × × + × + −

( )
( ) ÊÊÊ ( )(( )ÊÊÊÊ ( ) ( )

( ) ÊÊÊÊ
− × + − + − ×

× + − × + ×

1 5 1 0 2 2 3
1 2 1 5 3 1 11 4 1 0 3 1 1 1 1 2 3 3× + − × + − × + − − + ×








( ) ( )ÊÊÊÊÊÊ ( )( )









Ü

CG

Ü GCA3 C2êB3I 4 O
4.   ÆWJ! Wë…Ë«dëe|;ñ ÈñUî˛WÙ X:|dë…œ ñWÖWz    …b§˘ËWÙ

m m×

n n×
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 ÈWï«Ë 443-2

 «b|ñUëdO! Wì ÊËu§î«Ë…œñW!

  ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

1 È…Ë«dëe|;ñ ËËœ Wì X:O!WÙ W¶fi|u:OÄ WOOÇ W3ñWî ËWzA ËB 5ï«u¶! È…ËWz :u!AB Æ…ËWM|“:Ëb!
2È…Ë«dëe|;ñ Wì               È…Ë«dëe|;ñ vï«bJ:Oì :u! …ËWJ§ïËË;ñ Wï«ËU~ïWÙ ËWz

   ÆX|Wë…œ ÈË…;d|WÄ

 ÆWJ§|ñU|œ ÈWë…ñ:u3 …Ë«dëW<UM:OÄ ñWÖWz øUï ÊU| …Ë«dëW<UM:OÄ Ê«bJ:Oì vîU$Wz U|Uz

 vïUëWïUM:OÙ«;ñ vïœdëñUJOÅ :u! WM:ON!ñUëW! Wï«Ë«dëe|;ñ ÂWz6 U"9WJ!ñUî˛WÙ Ê«bJ:Oì vîU$Wz

 ÆX:|dë…œ ñWÖWz

 vïUëWïUM:OÙ«;ñ vïœdëñUJOÅ :u! WM:ON!ñUëW! s:|œ ÈWï«Ë«dëe|;ñ ÂWz10 U"WÙ12p:|e:OÙ ñWÙ

 ÆX:|dë…œ ñWÖWz WJ!ñUî˛WÙ

,

 Ë«dëW¶<«;ñUz vïUM:OÙ«;ñ

345 A B4 5 5 3× ×
B A5 3 4 5× ×

C D9 5 5 9× ×

678 BACADC9BI

3 2
5 7

ÊÊÊ
ÊÊÊ
−





5 3 1
2 1 4

ÊÊÊ ÊÊÊ
ÊÊÊ ÊÊÊ

−
− −







I D= 





=

−1 0
0 1

3 1 7 10
1

ÊÊÊ
ÊÊÊ ÊÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ

ÊÊÊ−−






=
−

−1 3 5
3 1
5 2
0ÊÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊÊ

ÊÊÊ
Ê ÊÊÊ
Ê ÊÊÊÊ

C
11

4 2
1 3

0













=
−







=ÊÊÊÊ ÊÊÊ

ÊÊÊ ÊÊÊÊ ÊÊÊB A 77 3
2 3 0

ÊÊÊ
ÊÊ ÊÊÊ−







, , , ,

101112 A2A3C2

A C=
− −





= −














1 2
1 0

3 1
0 2
1 1

 ÊœdJ:O3W§:O3 Ë ÊUM:OÙ«;ñ

 ÆWJ§|ñU|œ ÈWë…ñ:u3 …Ë«dëW<UM:OÄ ñWÖWz ¨Uï ÊU| …Ë«dëW<UM:OÄ Ê«bJ:Oì vîU$Wz U|Uz

131415 A B2 1 2 3× ×
B A2 3 2 1× ×

C D3 5 5 1× ×

 vïUëWïUM:OÙ«;ñ vïœdëñUJOÅ :u! WM:ON!ñUëW! Wï«Ë«dëe|;ñ ÂWz16 U"19WJ!ñUî˛WÙ Ê«bJ:Oì vîU$Wz

   ÆX:|dë…œ ñWÖWz

I C=














=
−1 0 0

0 1 0
0 0 1

2ÊÊÊ ÊÊÊ
ÊÊÊ ÊÊÊ
ÊÊÊ ÊÊÊ

ÊÊ
ÊÊÊ ÊÊ

ÊÊÊ ÊÊÊÊ
ÊÊÊÊ ÊÊÊÊ

ÊÊ
3 4

1 1 1
4 1 3

−
−















=
−

B
33 0

7 2
0 1

4
1

2

ÊÊ
ÊÊ
ÊÊÊÊ

ÊÊ−














= −














A,                           , , 

16171819 ABCABACI
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 ÈWï«Ë45 3-2

 …Ë«Ëœ :u! p:OMOï«Ë;ñ

…ËWA:OÄ :u! p:OMOï«Ë;ñ

 ÆX:|dë…œ ñWÖWz ¨WJ!ñUî˛WÙ p:|;d! ñWÙ

 Æ                      Ë                      Ë

252627 S T+V T−4T

S =
−






2 4

1 0
ÊÊÊ
ÊÊV =

− −






2 3 0
4 1 1

ÊÊ ÊÊ
ÊÊ ÊÊ T = 





0 5 0 83
5 0

. ÊÊ .
ÊÊÊÊÊÊÊÊÊ

28 ¨…Ë…“:Ëb!                       È…Ë«dëe|;ñ ÈË«ñœñËuM<

ø†Uë…œ                     vï«œU<UÄ Wë …ËW¶:|“:Ëb!                  È…Ë«dëe|;ñ XOï«u"…œ U|Uz
   Æ…ËWJ§OïËË;ñ

A= −
−






1 1
2 2

B a b
b d= 





AB= 





1 0
0 1

 ÈUÙW!xWOOïUfiëW| È…ËWz :u! ¨…Ë…“:Ëb!
 ÆX:O! X<«;ñ WëWO|…Ë«dëe|;ñ

244 3
5 6

6
1 1

212ÊÊÊ
ÊÊÊ

ÊÊÊÊÊ
ÊÊ

ÊÊÊ




 − −









 =

−x 119
24 26ÊÊÊ−







 vïUëWïUM:OÙ«;ñ vïœdëñUJOÅ :u! WM:ON!ñUëW! Wï«Ë«dëe|;ñ ÂWz20 U"23ÂU$Wz …u:OÅ s|d"…œU<W!

 Æ«dë ñWÖWz ¨W<ËuM!

20212223 S2B2S3Q3

Q S T= −[ ] =
−






=4 13 9 1 2

1 0
2 1

ÊÊ ÊÊ ÊÊ ÊÊÊÊ
ÊÊ ÊÊ

ÊÊ ÊÊÊ
ÊÊ ÊÊ
ÊÊÊ ÊÊ

ÊÊ
ÊÊ
ÊÊ

ÊÊ

0
2 0 1
1 2 1

0 1
1 4

2















=
−

−A
ÊÊÊ

ÊÊ ÊÊ ÊÊ
ÊÊ ÊÊ ÊÊ Ê

3
2 1 3
0 3 5

1













=






=
−B C ÊÊ
ÊÊÊÊ

1
1 1−







c
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ÊUë…Ë«dëe|;ñ È…Ë«;ñW~˘WÙ

È…ËWïœdë Wì ñUë ÈWï«ËWz

Ë ÊœdJ¶<Ëñœ :u! ÊWë…œ «bïUë…dH3

È…Ë«;ñW~˘WÙ ÊUëWîUï vM:ONï vM¶<«ñUÄ

  ÆsM:OÙ…œñUëW! ÊUë…Ë«dëe|;ñ

 ÊUëW$UîUz

•p:|Ë«dëe|;ñ U|Uz †«œ…œñU|;d!
 ÆUï ÊU| W|WÙ È…Ë«;ñW~˘WÙ

•È…Ë«;ñW~˘WÙ È…ËWM|“:Ëœ
 È…Ë«dëe|;ñ2 *2…ËW¶:|“:Ëœ…œ

  ÆX:O!WÙ ñWÖWz
•v˙:OÙ ÈWA:OëËUÙ vL¶fiO<

È…Ë«;ñW~˘WÙ vïUM:OÙñUëW! W!
 Æ…ËW¶:|“:Ëœ…œ …Ë«dëe|;ñ

  ÊUë…Ë«ñ«“
Vocabulary

 …Ë«dëe|;ñ È…Ë«;ñW~˘WÙ
Inverse of a matrix
 v|…Ë«dëe|;ñ ÈWA:OëËUÙ

Matrix equation
 ÊUë…Ë«dï«“Wï È…Ë«dëe|;ñ

Variable matrix
 ÊUë…;ñ:uÖWï È…Ë«dëe|;ñ

Constant matrix

 øvÇ:u!

 ÈWï«Ë44Inverse of a matrix 

 È:uÙW! X|WJ! …dH3 W! „W|WîUï XOï«u"…œe|;ñÈñ«œdë †UÖ…b:OÄ ÈWëWîUï È…ËWz ÆÊUë…Ë«dë
 È…ËWz :u! ¨WëWîUï È…ËWïbM:|u8 Ë Wë…dH3 È…ËWïœdë :u! X:OM:OÙ…œñUëW! Wï«ËWâ:OÄe|;ñ„W|…Ë«dë

WJïuÇ ¨WOOï ÃñWî WëU" W3ñWî ÂWz ÂüW! ÆX:O! v|WÅ:uÖñ«uÇ W¶fi|u:OÄ X:O!WÙ È…Ë«;ñW~˘WÙ
e|;ñ vï«bJ:Oì vîU$Wz ñWÖWz WOOï È…Ë«;ñW~˘WÙ W|WÙ v|WÅ:uÖñ«uÇ È…Ë«dëe|;ñ È…Ë«dëAWì
e|;ñ È…Ë«dëB W! X:O! ÊUfiëW|e|;ñ WëW| È…Ë«dëI «ËWzAB=BA=I W! «œ…ñU! ÂWìe|;ñ È…Ë«dëB

 X:|d"Ë…œ È…Ë«;ñW~˘WÙe|;ñ È…Ë«dëAInverse of a matrix   W! ËA    ÆX:|dë…œUL:OÙ

 È…Ë«dëe|;ñ U|Uz WJ§|ñU|œB È…Ë«dëe|;ñ È…Ë«;ñW~˘WÙA ÆW‡

 È…Ë«dëe|;ñ W"«ËWë ¨WëW| È…Ë«dëe|;ñ Wì WOO¶|d! Ê«bJ:Oì vîU$Wz …ËWzñW!WìBWì WOO¶|d!
 È…Ë«dëe|;ñ È…Ë«;ñW~˘WÙA   Æ

 …ËWïUM:OÙdO!W!

 Èñ:u3Wì WëW| È…Ë«dëe|;ñnWOO¶|d!
v|WÅ:uÖñ«uÇ vëW|…Ë«dëe|;ñ Wì

 Èñ:u3n…dH< vïUëWï«œ ËuîWÙ Wë ¨
vë…ñW< È…dO" vïUëWï«œ Wì W~3

 ÊU| ËuîWÙ Wë1È…Ë«dëe|ñ ¨Ê
 Èñ:u3 WëW|3 ∫ Wì WOO¶|d!

1 0 0
0 1 0
0 0 1

ÊÊ ÊÊ
ÊÊ ÊÊ
ÊÊ ÊÊ















B=
−

−

−









2
3

1
6

1
3

1
3

0
2 1 0

0

ÊÊÊÊ ÊÊ
ÊÊÊ ÊÊÊÊ
ÊÊ ÊÊÊÊ 





=














ÊÊÊÊ
ÊÊ ÊÊ
ÊÊ ÊÊ
ÊÊ ÊÊ

A
2 0 1
4 1 2
2 0 4

B A=
−

−






= 


10 6
ÊÊÊÊ7 4

2 3
7 10

ÊÊÊÊ
ÊÊ ÊÊÊÊ ÊÊÊ

ÊÊ



AB=














−2 0 1
4 1 2
2 0 4

02
3ÊÊ ÊÊ

ÊÊ ÊÊ
ÊÊ ÊÊ

Ê
Ê ÊÊÊ ÊÊ 11

6

1
3

1
3

2 1 0
0

1 0
−

−
















=ÊÊÊ ÊÊÊÊ

ÊÊÊ ÊÊÊ

ÊÊ ÊÊ00
0 1 0
0 0 1

ÊÊ ÊÊ
ÊÊ ÊÊ














= I

;

; Ü

CG

   W‡‡‡‡ïu‡‡‡/1 Æ…d" vëW|…Ë«dëe|;ñ È…Ë«;ñW~˘WÙ „W|…Ë«dëe|;ñ U|Uz vïœdJ|ñU|œ

-1

 ÈWï«Ë 464-2
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 È…Ë«dëe|;ñ U|Uz WJ§|ñU|œB È…Ë«dëe|;ñ È…Ë«;ñW~˘WÙA  ÆW‡    …b§˘ËWÙ

 È…Ë«;ñW~˘WÙe|;ñ ËËœ WKÄ v|WÅ:uÖñ«uÇ È…Ë«dë  W‡‡‡‡ïu‡‡‡/2

   …b§˘ËWÙ Æ…Ë…“:Ëb!                     È…Ë«dëe|;ñ È…Ë«;ñW~˘WÙ

B=
−

−
0 2 0 0 4
1 2 1 1 4
0 4 0 0

. ÊÊ ÊÊÊ .
ÊÊ . ÊÊÊ ÊÊÊ .
ÊÊ . ÊÊ ÊÊÊ ..

ÊÊÊÊ
ÊÊ ÊÊ

Ê ÊÊ ÊÊ
Ê ÊÊ ÊÊ2

1 0 2
4 1 1
2 0 1















=
−

−


A












,

 WKÄ Wì v|WÅ:uÖñ«uÇ È…Ë«dëe|;ñ È…Ë«;ñW~˘WÙ2
 Èñ…œñËuM< ñWÖWze|;ñ ËWz «ËWz ¨X:O!Wï dH<                    È…Ë«dëe|;ñË W|WÙ vëW|…Ë«;ñW~˘WÙ …Ë«dë

©…       È…Ë«dëe|;ñ Èñ…œñuM<       p:O"Uë®                                             Wì WOO¶|d!
M M

d b
c a

− =
−

−






1 1 Ê ÊÊ
ÊÊÊ

M a b
c d= 





ÊÊ
ÊÊ

 ËWze|;ñ ÆWOOï È…Ë«;ñW~˘WÙ …dH< ÈWë…ñ…œñËuM< È…Ë«dë

  Æ…Ë…“:Ëb! …Ë«dëe|;ñ ËWz È…Ë«;ñW~˘WÙ Ëu!WÙ ñWÖWz
 v|UMÅ:Ë;ñ

 È…Ë«dëe|;ñ vM"ËWJ¶<…œ :u!
 È…Ë«dëe|;ñ Wì ¨

a ËdËËœ ÈWïUAOï Ë WJ! ;ñ:uÖu˘Uz
 Æ…;ñ:u~! d" ÈWëWï«œ

M =
−

−






2ÊÊÊ2
ÊÊ3 4ÊÊ

A = = − × =×
1
2 1

2
2

3 12 12 2 3 0ÊÊ
ÊÊ

 ÆWJ! Wë…Ë«dëe|;ñ Èñ…œñËuM< ÈñUî˛WÙ

 ÆWJ! Wë…Ë«dëe|;ñ Èñ…œñËuM< ÈñUî˛WÙ

   ÆW|WÙ È…Ë«;ñW~˘WÙ «ËWz WOOï dH< Wë…Ë«dëe|;ñ Èñ…œËuM< È…ËWzñW!Wì

   ÆWOOï È…Ë«;ñW~˘WÙ «ËWz ¨…dH< Wë…Ë«dëe|;ñ Èñ…œñËuM< È…ËWzñW!Wì

A= 








1
2 ÊÊÊ2
3 12ÊÊ

M =
−

−
= − − − × = ≠

2 2
3 4 2 4 2 3 2 0ÊÊÊ

Ê ÊÊ ( )( )

M d b
c aM

− =
−

−





= =

−−
−
−

−
1 1 1

2
4

2
2

3
2Ê ÊÊ

ÊÊ
ÊÊ

Ê ÊÊ
ÊÊÊ

Ê ÊÊ
−

−













1
3
2 1

ÊÊ ÊÊÊÊ
ÊÊÊÊÊÊ

d b
c a

−
−







a b
c d

ÊÊÊÊÊ
ÊÊÊÊÊ








Ü

CG

C =
−







3 2
3 2
ÊÊÊ
ÊÊ

 ¨ÊUëWOO˙:OÙ WA:OëËUÙ vîW¶fiO< vïœdëñUJOÅ :u! XOM:ON!ñUëW! ÊUë…Ë«dëe|;ñ XOï«u"…œ
ÈñUJOÅ „…Ë p:|ñ«œdë :u! X:|ñœ;ñ:uÖ…œ ÊUëWA:OëËUÙ vïœdëñUJOÅ ÆÊUë…Ë«dëe|;ñ vïUM:OÙñUëW! W!

 v˙:OÙ ÈWA:OëËUÙ20 =x5 ÈWJ˘:uëËUÙ È…Ë«;ñW~˘WÙ Wì WëWA:OëËUÙ Èô ËËœñWÙ    vï«bJ:Oì W!5
 :u! X:|;ñ:uÖ…œ ÊUëWA:OëËUÙ vîW¶fiO< …ñUë ÂWz vïœdJ:O3W§:O3 :u! ÆW"«Ë

 v|…Ë«dëe|;ñ ÈWA:OëËUÙAX=BMatrix equation p:O"UëAvïUëWJ˘:uëËUÙ È…Ë«dëe|;ñ ÈUL:OÙ
 Ë X:O! WëWîW¶fiO<X ÈUL:OÙ ÊUë…Ë«dï«“Wï È…Ë«dëe|;ñVariable matrix UÙ…ËñWÙ Ë X:O!B

 ÈUL:OÙ ÊUë…;ñ:uÖWï È…Ë«dëe|;ñConstant matrix    ÆX:O!

 È…Ë«dëe|;ñ ËuA:OÄ È…ËWz v:OÄW!B È…Ë«dëe|;ñ È…Ë«;ñW~˘WÙA ÆWOOï

AB= 




−

−





=

2 3
7 10

10 6
7 4

1ÊÊÊ
ÊÊ Ê ÊÊÊ

ÊÊ ÊÊÊ
ÊÊÊ
ÊÊ
0

0 2






1
5

 ÈWï«Ë47 4-2

(M) /M/

M =
−

−






2ÊÊÊ2
ÊÊ3 4ÊÊ
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 ÈWï«Ë 484-2

 Æ…Ë«dëe|;ñ È…Ë«;ñW~˘WÙ vïUM:OÙñUëW! W! ÊUëWOO˙:OÙ WA:OëËUÙ vîW¶fiO< vïœdëñUJOÅ    W‡‡‡‡ïu‡‡‡/3

   …b§˘ËWÙ3. ÆWJ§|ñUJOÅ ÊUÅUÄ ¨W<ËuM! X:OM:|uï…œ                    v˙:OÙ vîW¶fiO< ÈWO|…Ë«dëe|ñ WA:OëËUÙ ËWz

ÊUë…;ñ:uÖWï È…Ë«dëe|;ñ

 ÊUë…Ë«dï«“Wï È…Ë«dëe|;ñ

ÊUëWJ˘:uëËUÙ È…Ë«dëe|;ñ
ÊÊ ÊÊ ÊÊ Ê ÊÊ

ÊÊ
ÊÊ Ê

A X
x
y

B• =

=












1 1
2 1

8
1



 v|…Ë«dëe|;ñ ÈWA:OëËUÙ vïœdëñUJOÅ :u!AX=BÈ…Ë«;ñW~˘WÙ Wì WëWA:OëËUÙ Èô ËËœñWÙ
 È…Ë«dëe|;ñA Æ©W|WÙ È…Ë«;ñW~˘WÙ WJ! ÊU1dÖ® …b!

A A
I
AX B
X A B
X A B

− −

−

−

=

=

=

1 1

1

1
Ê

 È…Ë«dëe|;ñ vï«bJ:Oì vîU$WzAWì WOO¶|d! ÈWë…Ë«;ñW~˘WÙ Wì
 WëW| È…Ë«dëe|;ñI   Æ

 ÆWJ§|ñUJOÅ ÊUÅUÄ ¨W<ËuM! X:OM:|uï…œ              v˙:OÙ vîW¶fiO< ÈWO|…Ë«dëe|;ñ WA:OëËUÙ ËWz

 ÈËU~ïWÙ1 ∫ ÆW<ËuM! X:OM:|uï…œ WëWA:OëËUÙ ËËœ vîW¶fiO< ÈWO|…Ë«dëe|;ñ WA:OëËUÙ ËWz

 ÈËU~ïWÙ2 ∫ Æ…Ë…“:Ëb! ÊUëWJ˘:uëËUÙ È…Ë«dëe|;ñ Èñ…œñËuM<

 ÈËU~ïWÙ3 ∫ Æ…Ë…“:Ëb! ÊUëWJ˘:uëËUÙ È…Ë«dëe|;ñ È…Ë«;ñW~˘WÙ

 ÈËU~ïWÙ4 ∫ ÆWJ!ñUJOÅ

 Æ        Ë        ∫ñUJOÅ W"«ËWë

x y
x y
+ =
+ ={ 8

2 1

ÊÊ ÊÊÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊ
ÊÊ
ÊÊ Ê

A X B
x
y

=









= 

1 1
2 1

8
1



ÊÊ ÊÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊÊÊ
ÊÊÊÊ

X B
x
y

A=




=
−

−1

1 1
ÊÊ ÊÊÊ Ê2 1

8
1

7
15−










=
−





1 1
2 1 1 1 1 2 1 0ÊÊÊ

ÊÊ = × − × = − ≠

y=15

1 1
2 1

1 1
2 1

11
1
1

ÊÊ
ÊÊ

ÊÊÊÊ
ÊÊÊ

Ê





=
−

−





=
−

−

−
ÊÊ

Ê ÊÊ
1

2 1−






x = −7

x y
x y
+ =
+ ={ 4

3 92

  «b|ñUëdO! Wì ÊËu§î«Ë…œñW!

   ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

1

 ÆX|…b! ÂU$Wz Wë…Ë«dëe|;ñ ËËœ vï«bJ:Oì Èñ«œdë È…ËW£:O! W<ËuM! Ê«bJ:Oì vîU$Wz

1 3
2 1

1 0
0 1

ÊÊ
ÊÊÊ

ÊÊÊ
ÊÊ−












1 0
0 1

2 1
5 3

ÊÊ
ÊÊÊ

ÊÊÊ
ÊÊ






−





2   ÆWJ§<U! …Ë«dëe|;ñ Èñ…œñËuM< vïUM:OÙñUëW! :u! „W|U~:|;ñ

Ü GC

 Wì WOO¶|d! ¨X:OM:|uï…œ                  v˙:OÙ ÈWA:OëËUÙ ËËœ vîW¶fiO< Wë ÈWO|…Ë«dëe|;ñ WA:OëËUÙ ËWzx y
x y
+ =
+ ={ 8

2 1
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 ÈWï«Ë49 4-2

 Ë«dëW¶<«;ñUz vïUM:OÙ«;ñ

3,1 0
0 1 1

1
8

2
3

1
2






 −













−41 0
0 1

1 1
0 1







−






   ÆWî…ËËœ È…Ë«dëe|;ñ È…Ë«;ñW~˘WÙ ÂWëW| È…Ë«dëe|;ñ U|Uz WJ§|ñU|œ

 Æ©X:O§|WÙ ñWÖWz® …Ë…“:Ëb! Wë…Ë«dëe|;ñ È…Ë«;ñW~˘WÙ

567 1 7
2 6
ÊÊ
ÊÊ







8 7
9 8

ÊÊ
ÊÊ







− −
− −






1 1
1 1
ÊÊ
ÊÊ

 ÆW<ËuM! v|…Ë«dëe|;ñ È…u:OÅW! ÊUëWA:OëËUÙ vL¶fiO<

89 3 5
2 4

x y
y x
− =
= −{2 4 3

2 3 1
x y
x y
+ =
+ ={

 ÊœdJ:O3W§:O3 Ë ÊUM:OÙ«;ñ

1011

 ÆWî…ËËœ È…Ë«dëe|;ñ È…Ë«;ñW~˘WÙ ÂWëW| È…Ë«dëe|;ñ U|Uz WJ§|ñU|œ

,, 0 1
1 1

0 1
1 1

ÊÊ
ÊÊÊ ÊÊÊÊ ÊÊÊ

ÊÊ




 −







1 5 1
1 0 1
1 0 0

0ÊÊ ÊÊ
ÊÊ ÊÊ
ÊÊ ÊÊÊÊ

ÊÊÊÊ
ÊÊÊÊÊ−

−














ÊÊ ÊÊÊÊÊ
. Ê . ÊÊ
ÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊ

0 1
0 2 0 2 0
0 1 1

−
−















121314
 Æ©X:O§|WÙ ñWÖWz® …Ë…“:Ëb! Wë…Ë«dëe|;ñ È…Ë«;ñW~˘WÙ

2 3
5 8

ÊÊ
ÊÊ







− −





2 3
7 11

Ê
Ê ÊÊ

5 4
4 3

ÊÊ
ÊÊ







1516
 ÆW<ËuM! v|…Ë«dëe|;ñ È…u:OÅW! ÊUëWA:OëËUÙ vL¶fiO<

x y
x y
+ =
+ ={ 2 6

2 9
x y

y x
− =
− ={ 5

2 6
 ñ:u3Ë«ñ:u3 ÈËU~ïWÙ Wë Xfi‹J:|;ñ v|U|ñ…œ vJ:O¶ÅWÖ s:|ñbïWÙ ÈWïU|7«b:O" vîWìW!

 …ñËWÖ Èñ:u3 ¨ÊËu!ñ:u3 ËËœ Wë Ëu§"UÙñUëW!6 „uâ! Èñ:u3 Ë †dÖ…œ v<Wë2¨†dÖ…œ v<Wë
 Ê«ñWJ¶ÅWÖ È…ñUî˛Ë34¨X:|;d!…œñ…œ                       v˙:OÙ vîW¶fiO< W! Wë…ñUO<dÄ ¨Ëu! ”Wë

 p:O"Uëx Ë WïUë…ñËWÖ WîWìW! È…ñUî˛ ÈUL:OÙy   ÆWïUëWëuâ! WîWìW! È…ñUî˛

17

 øW<ËuM! ÊUëWJ˘:uëËUÙ È…Ë«dëe|;ñ GC
 øW<ËuM! v|…Ë«dëe|;ñ È…u:OÅW! ËuA:OÄ ÈWëWîW¶fiO< Ü

 ÆW<ËuM! ÊUëWJ˘:uëËUÙ È…Ë«dëe|;ñ È…Ë«;ñW~˘WÙ ê
 øp:|ñ:u3 ñWÙ vïUëWîWìW! È…ñUî˛ È…ËWM|“:Ëœ :u! WJ! WëWO|…Ë«dëe|;ñ ÈWA:OëËUÙ ÈñUJOÅ O

6 2 34
7

x y
x y
+ =
+ ={

 ÊœdëñUJOÅ Wì W˘WÙ È…Ë«dëe|;ñ È…Ë«;ñW~˘WÙ ÊUÑU< Ë Ê«uÅ Wì „W|ñWÙ
   ÆWJ!ñU|œ WëW˘WÙ Ë ø…ËËœdë ÊU|W˘WÙ ÊUOîUë œdëñUî˛WÙ ÊU|

18

CGÜ

M = 





2 3
4 5

ÊÊ
ÊÊ

   
M-1=

 -1
-52 2
2

ÊÊ
Ê

3













  
M-1=

 

1
2

1
3

1
4

1
5

ÊÊ















 Ê«uÅ ÊUÑU<

1  1
0  1

8  4
2  1
8 7
9 8

ÊÊ
ÊÊ







8 7
9 8

ÊÊ
ÊÊ







1 0
0 1

1 1
0 1







−





1 0
0 1

1 1
0 1







−





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 ÈWï«Ë 504-2

 vÅ:u8 :u! Wë ÈbïU|WÖ«;ñ v:OÄ XëËU!5000 ÈWÇñUÄ Wì …Ëu"UNJ:OÄ ¨W|«bOïUãdOÖ Wì ñUM|œ50
 Ë ÈñUM|œ100Wì „W|WÇñUÄ ñWÙWì WÇñUÄ bïWÇ XOï«e! ñWÖWz :v"«œ…œ †W|…ñUÄ …;d! ËWz ÈñUM|œ

 ÈËuîWÙ ÊUëWÇñUÄ È…ñUî˛ v"ËË v:OÄ Xï«bO"WîñU| :u! ¨W|«bOïUãdOÖ73È…Ë«;ñW~˘WÙ ¨W|WÇñUÄ
 È…ËWïœd! :u! WM:ON!ñUëW! …Ë«dëe|;ñ5000 ÆWë…ñUM|œ

19

 œ«“d:OÅ Êü…˛Uz ÈWâ8U! È…Ë…ñËË˛ WïËuÇ:u!24 000 È;d! Wì «œ ÈñUM|œ7Ë Êü«bMî v¶OKÄ
2 Ê“Uî ¨Ê«ñËWÖ v¶OKÄ46 000 È;d! Wì «œ ÈñUM|œ4 Ë Ê«ñËWÖ v¶OKÄ13¨Êü«bMî v¶OKÄ

 ÈË«dï«“Wï W! …ñËWÖ v¶OKÄ v8dïx ÈË«dï«“Wï W! Êü«bMî v¶OKÄ v8dï Ë WJ!UL:OÙy ÆWJ!UL:OÙ

20

Ü
ê
O

 Æ…;d§!ñ…œ …ñUO<dÄ ÂWz ÊUëWA:OëËUÙ vîW¶fiO< È:uÙW! GC
 ø…bïWÇ vïUë…ñUJOÅ È…ñUî˛ ødH< W! WïUfiëW| ÊUëWJ˘:uëËUÙ È…Ë«dëe|;ñ Èñ…œñËuM< U|Uz

 È…ËWM|“:Ëœ :u! WM:ON!ñUëW! …Ë«dëe|;ñ È…Ë«;ñW~˘WÙ Ë v|…Ë«dëe|;ñ È…u:OÅx Ëy Æ
 ø…bïWÇ Êü«bMî v¶OKÄ v8dï ø…bïWÇ …ñËWÖ v¶OKÄ v8dï

22   ÆWJ!ñU|œ ÈWë…ñW< vïU"Ë:uÄ Ë WA:OJ!                            ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ

21  WM:ON!ñUëW! ÊUëWA:OëËUÙ vîW¶fiO< vïœdëñUJOÅ :u! Êœd!ô ÈU~:|;ñ

 …Ë«Ëœ :u! p:OMOï«Ë;ñ

…ËWA:OÄ :u! p:OMOï«Ë;ñ

x y z
x y z

z y z

+ − =
+ − =

− − + = −








2
2 3 6 5

4 5 0 25 9.

f x x( )= − +1
4

2 2

x
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33   vÅW!
ÊUëWA8Wï

Functions

  ÊUëWï«Ë
.1 ÊUë…ñ«œ…œ«;ñ WA8Wï

.2 Ê«;ñ:uÖ vïUëWA8Wï

.3 ÊUëWOOï«u" WA8Wï

4. ÊUëWOOL¶|ñUÖ:uì WA8Wï

vÅW!351
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ÊUë…ñ«œ…œ«;ñ WA8Wï
   ÈWï«Ë11

X:Oï«u"…œ pA|eÄ

ÊUë…ñ«œ…œ«;ñ WA8Wï

:u! X:OM:ON!ñUëW!

vïœdJ¶<Ëñœ

vïœñUï :u! „W|WïËu/

ÊUë…ñUî…œWì s:|u8

 øvÇ:u!

Polynomial Functions

Cubic function

Degree of a 
Polynomial function

eã``````É∫
Increasing

Decreasing
Turning point

Local
maximum
Local
minimum
Local
extremum

Polynomial funtion

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/

 ÆWJ§<U! ¨X:|;d!…œñ…œ vÇ „W|UÙW! ñWÙ Ü

vJA|eÄ vïœdJ:O3W§:O3

 Æ…Ë…“:Ëb!          Ë          Wì           ÈUÙW! GCf t( )t = 0t = 3

f ( ) . ( ) . ( ) . ( )0 = − + =0 0056 0 0 22 0 2 33 0 03 2 GC
f ( ) . ( ) . ( ) . ( ) .3 = − + =0 0056 3 0 22 3 2 33 3 5 16123 2

 ñUJOÅ

1

  ÊUë…Ë«ñ«“
Vocabulary
Uº:O< ÈWA8Wï

 ÊUë…ñ«œ…œ«;ñ ÈWA8Wï

ñ«œ…œ«;ñ ÈWA8Wï ÈWKÄ

 ÊUëW$UîUz

•ÆXOM:O<Uï…œ Uº:O< ÈWA8Wï

•XOM:O<Uï…œ ñ«œ…œ«;ñ ÈWA8Wï

•WA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ
ÆX:OA:Oë…œ ÊUë…ñ«œ…œ«;ñ

•†Uë…œñUJOÅ Wï«ñUO<dÄ ËWz
ÊUë…ñ«œ…œ«;ñ WA8Wï Wë

 ÆÊdÖ…œ:u8Wì
•È;ñWÄËWz vïUëW|UÙW!

 ÆX:O<Uï…œ vO:O3:u8

 ÊËu!œU|“Wì ËË;ñ

s:|d<Ëuï…œ                      È…u:OÅ W! Wë ¨bM:|u8 XïUëWOO˙:OÙ WA8Wï «bî…œ“U| Ë ÂW|…œ vì:uÄ ËËœñWÙWì
Æ          p:O"Uë X:|d<Ëuï…œ                                È…u:OÅW! U3ËËœ ÈWA8Wï Ë ¨         p:O"Uë

   ÆsM:|u8…œ ÊUë…ñ«œ…œ«;ñ WA8Wï v¶AÖ vëW|…u:OÅW! Ë ÊUëWO|Uº:O< WA8Wï «bÅWì:uÄ ÂWì

     È…u:OÅW! Wë †:u8 ÈËUÇñW! W¶OM:ON! WïUA8Wï ËWz XOï«u"…œ
  v¶AÖ vëW|…u:OÅW! ÊU|            p:O"Uë X:|d<Ëuï…œÆ

 X:|d"Ë…œ …Ë…ñW<     ÈWA8WïW!ñ«uÇ WKÄW! ñ«œ…œ«;ñ ÈWA8Wï X:|d"Ë…œ     W! Ë ¨vëW|WA8Wï

 Æ    ÈWKÄ W! ñ«œ…œ«;ñ

vëW|WKÅ vïœdJ:O" È:uÙW! ¨Êu:OÄ…œ s:|u8 vïUëWO|;ñ:u! W¶:|d:OM|…œ ¸œ ÈWM:|u8 ËWz È;d! ÊUëWJA|eÄ
ËUïWì Wë W|…œœUî ËWz È;d! vï«u:OÄ ÊUÅUÄ ¨„WO|“ñ…œ È:uÙW! ¸œ p|eïWì p:|ñW§M:|u8Wì @ï…;ñËU~ï…;ñ

     ÈWA8Wï ¨X:O!…œ †ñWÄ s:|u8 vïUëWO|;ñ:u!„W|Wïu/
†Uë v:OÄW! s:|u8 ËUïWì ©p:|d¶Oì Wì r~Kî W!® WëW~ï…;ñËU~ï…;ñ …œœUî vï«u:OÄ :u! X:OM:OÙ…bJ:OÄ

 ÆWëW~ï…;ñËU~ï…;ñ …œœUî vï«b:OÄ Wì …Ëu!;ñWá:O" v"Uë Wë ©                 Wì WëdÇW!®

 ÊËu§îWëWì ËË;ñ
‚:uKÅ v˘U8

 s|d"…ñËWÖ ÈUÙW!
 v:O3:u8

 s|d¶ëuâ! ÈUÙW!
 v:O3:u8

 È;ñWÄËWz ÈUÙW!
   v:O3:u8

f x ax b( )= +

a ≠ 0f x ax bx c( )= + +2a≠ 0

 ÊUëW|Uº:O< WA8Wï

ÊUëW|Uº:O< WA8Wï  È…u:OÅW! ÈWïUA8Wï ËWì 5¶|d!
 Æ          p:O"Uë s:|d<Ëuï…œ f x ax bx cx d( )= + + +3 2a≠ 0

g x ax bx cx dx e( )= + + + +4 3 2

an ≠ 0h x a x a x a x an
n

n
n( ) ...= + + + +

−
−

1
1

1 0

gh
n

f t t t t( ) . . .= − +0 0056 0 22 2 333 2

t
0 23≤ ≤t

 ÈWï«Ë 521-3
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 ÆWJ!Ë«ËW" ñW§î«ñW! ÈW¶A8
     ÈWA8Wï ÆWM:ON!ñUëW!

   vïUëüU8 ¨ÊUëWïU"Ë:uÄ v¶8W"ËË;ñWì Æ…Ëu"UÙ «œWëW¶A8 Wì Wë WJ!ñU|œ

Uº:O< ÈWA8Wï v|…ËWïœdJïËË;ñ vïUA:Oë

 ñUJOÅ

  vëôUÇ Æ…b! ÊUOïUë…ËWïœdJïËË;ñ Ë …Ë…ñ«u8 ÈWïUA8Wï ÂWz v$ñW<

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/2

ÈU"…ñW<Wì X:OM:|uï…œ s:|u8Wì ©p:|d¶Oì Wì r~Kî W!® Wë…Ë«dJ~ï…;ñ …œœUî È…ó:|;ñ          ÈbM:OÙ
s:|u8Wì ©p:|d¶OìWì r~KîW!® Wë…Ë«dJ~ï…;ñ …œœUî È…ó:|;ñ           ÂüW! Wë…Ë«dJ~ï…;ñ …œœUî vï«b:OÄ

 vïËu!;ñWá:O" ‘UÄ X:OM:|uï…œ3   ÆWë…œœUî vï«b:OÄWì WëdÇ

        ÈWA8Wï ¨d" vJ:OÅ:u8Wï :u!:u! WëW|Wïu/
 ® Ëu!;ñWá:O" v"Uë v:OÄW! s:|u8Wì ©d¶OìWì r~Kî® W! Wë…Ë«dJ~ï…;ñ …œœUî vï«u:OÄtvï«b:OÄ ñW<W! ©WëdÇW!

 ÆWJ§O<U! ¨X:OïW|WÖ…œ vÇ „W|UÙW! ñWÙ Æ…Ë…“:Ëb!            Ë           Wì         ÈUÙW! ÆWë…Ë«dJ~ï…;ñ …œœUî

Ü

Ü

GC

GC

Ü

 Æ…ËW¶<W§! ËU$uÖ vëW|…ËUîWÇ W! WïüU8 ÂWz

k x x x x x( ) = + − −1
2

4 3 22 3

f ( )0
f ( )3

    …b§˘ËWÙ

    ÈWA8Wï ÆWM:ON!ñUëW!       …b§˘ËWÙ

f t t t t( ) . . . .t = − + +0 000468 0 016 0 095 0 8064 3 2

t = 4t =17

f x x x( )= −3 3

x f x,Ê ( )( )

ê

 ÆWJ!Ë«ËW" ñW§î«ñW! ÈW¶A8
 vïUëüU8 ¨ÊUëWïU"Ë:uÄ v¶8W"ËË;ñWì

 Æ…Ëu"UÙ «œWëW¶A8Wì Wë WJ!ñU|œ
Ü
GC

 Æ…ËW¶<W§! ËU$uÖ vëW|…ËUîWÇ W! WïüU8 ÂWz ê

ê

2 320− 2−3 −2x

f x( )

210−1−2x

f x( )

210−1−2

2−202−2

x

f x( )

f x x( )x = − +4 28 1

x f x,Ê ( )( )

f x x x( ) = + −2 2g x x x( ) = − −3 4 1
2h x x x x( ) = − + + −2 2 23 2

f ( )t
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È…ñUî˛ ¨WJ!Ë«ËW" ñW§î«ñW! ÈW¶A8
ñWÙ È…ËWïœdJïËË;ñ vïUëWè:uKÅ W˘U8
Ë s|“W!«œ :u! s"ËWëñW<Wì „W|WA8Wï

 ÆWJ!ñU|œ Wï«ËWâ:OÄ W!

f
g
h
k

21

…Ë…ñ«u8 Ë…ñW! …ËW¶:O!…œ ó:Oì ÊUÅUÄ X:OÇ…œ …Ë…ñW< Ë…ñW! „W|WA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ ÈWM:|Ë p:O"Uë
        v:O3:u8 s|d"…ñËWÖ ÈUÙW! WëWA8Wï Æ«b|Wë…ñ«u! vëW|…ËUîWìX:|dÖ…œñ…Ë

…Ë…ñW< Ë…ñW! ÊUÅUÄ …ËW¶:O!ó:Oì …Ë…ñ«u8 :u! „W|WA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ ñWÖWz ÂüW! Æ«œW|…ËUî ËWì
 v:O3:u8 s|d¶ëuâ! ÈUÙW! WëWA8Wï «ËWz «bO|Wë…ñ«u! vëW|…ËUîWì …ËW¶:O!“ñW!

    Æ«œW|…ËUî ËWì X:O!…œ

f x f a( ) ( )<f x f a( ) ( )>

Local Maximum

Local Minimum

 «ËWz ¨ÊËu!œU|“Wì ËË;ñ È…ËUîWì         ñWÖWz ¨ÊËu§îWëWì ËË;ñ È…ËUîWì         ñWÖWz
 Æ                       «ËWz

x x1 2<x x1 2<

f x f x( ) ( )1 2<f x f x( ) ( )1 2>

 WA8Wï È…ñUî˛  WKÄ

ÊUë…ñ«œ…œ«;ñ ÈWA8Wï È;ñWÄËWz vïUëUÙW!

:v3:u8 s|d"…ñËWÖ ÈUÙW!:v3:u8 s|d¶ëuâ! ÈUÙW!

«ËWz    Ë    Ê«u:Oï È…ËUîWì       ñWÖWz «ËWz    Ë    Ê«u:Oï È…ËUîWì       ñWÖWz

 È;ñWÄËWz vïUëW|UÙW!

 X:|d"Ë…œ         È…ñUî˛W!v:O3:u8 s|d"…ñËWÖ ÈUÙW! ÈUÙW!                    ñWÖWzx
 v:O<ËUÙWì X:O!bïWÇñWÙa Æ         p:O"Uë
 X:|d"Ë…œ         È…ñUî˛W!v:O3:u8 s|d¶ëuâ! ÈUÙW! ÈUÙW!                    ñWÖWzx
 v:O<ËUÙWì X:O!bïWÇñWÙa Æ         p:O"Uë

 X:|d"Ë…œ          È…ñUî˛W!v3:u8 È;ñWÄËWz ÈUÙW!ÊU| :v3:u8 s|d"…ñËWÖ ÈUÙW! ñWÖWz È
    ÆX:O! v:O3:u8 s|d¶ëuâ! ÈUÙW!

f a( )f x f a( ) ( )<

x a≠
f a( )f x f a( ) ( )>

x a≠
f a( )

Ë…ñW! W|Wï«ËWì Wë…ËWïœdJïËË;ñ Wë WJ§OMO§:O" Æ…b! …Ë…ñ«u8 ÈWM:|Ë ËËœñWÙ v$ñW< ÈœñËW!
¨«b|Wë…ñ«u! vëW|…ËUîWì WïËu!œU|“WìËË;ñ X:|d"Ë…œ „W|WA8WïW! ÆX:O! …Ë…ñ«u8 Ë…ñW! ÊU| …Ë…ñW<

ËË;ñ X:|d"Ë…œ „W|WA8WïW! UÙ…ËñWÙ Æ«œW|…ËUî ËWì X:O! …Ë…ñW< Ë…ñW! ÈWë…ËWïœdJïËË;ñ ñWÖWz
 ÆX:O! …Ë…ñ«u8 Ë…ñW! «œW|…ËUî ËWì ÈWë…ËWïœdJïËË;ñ ñWÖWz ¨«b|Wë…ñ«u! vëW|…ËUîWì WïËu§îWëWì

x a≠x1x2x a≠x1x2

 ÈWï«Ë 541-3
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 ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ v$ñW<…b!
 ÆX:|ËWë…œñ…œ «œñW§î«ñW! Wì Wë

      …b§˘ËWÙ

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/3 ÈWA8Wï Wë …b! ñW§î«ñW! È…ËWïœdJïËË;ñ v$ñW<
  ÆX:OM:|uï…œ

 ñUJOÅ

x1x2

x x1 2<f x f x( ) ( )1 2<

x x1 2<f x f x( ) ( )1 2>

f x x x x( ) . . .= − − + +0 3 0 45 1 8 13 2

 ÈUÙW! Ë v:O3:u8 È;ñWÄËWz vïUëW|UÙW! ËuîWÙxW‡
  ø…Ë…“:Ëb! ÊUOïUJ‡

 ÆWJ§|ñU|œ WA8Wï ËWz vïËu§îWëWìËË;ñ Ë ÊËu!œU|“WìËË;ñ vïUë…ËUî

ø…bïWÇ …ËWïœdJïËË;ñ ÂWz vïUëWè:uKÅ W˘U8 È…ñUî˛
Ë …bïWÇ v:O3:u8 È;ñWÄËWz vïUëW|UÙW! È…ñUî˛

 øWOOÇ ÊU|WëW|ñWÙ Èñ:u3

GC
Ü

 Æ          Ë                ¨W|WÙ vè:uKÅ v˘U8ËËœ ¨…ñU|œ «b|Wë…ËWïœdJïËË;ñWì „…Ë ¨WëWA8Wï
Wì WM|d"…ñËWÖ ÊUOîWëW| ¨W|WÙ v:O3:u8 È;ñWÄËWz ÈUÙW! ËËœ WëWA8Wï

   Æ                Wì WM|d¶ëuâ! ÊUOî…ËËœ Ë «œ

GC
Ü

ê

 ÈUÙW! Ë       W"Uë…œ Ë WO:O3:u8 s|d¶ëuâ! ÈUÙW!                Wì È;ñWÄËWz ÈUÙW!x Wì WO¶|d!
 W"Uë…œ Ë WO:O3:u8 s|d"…ñËWÖ ÈUÙW! «œ           Wì È;ñWÄËWz ÈUÙW! Ë Æ2 ÈUÙW! Ëx

Wì WO¶|d!

ê

 ø…bïWÇ W|WA8Wï ÂWz vïUëWè:uKÅ W˘U8 È…ñUî˛
Ë …bïWÇ v:O3:u8 È;ñWÄËWz vïUëW|UÙW! È…ñUî˛

 ÆWJ!ñU|œ ÊUOïUë…ñ:u3

GC
Ü

 ÈUÙW! v:O3:u8 È;ñWÄËWz vïUëW|UÙW! ËuîWÙxW‡
 Æ…Ë…“:Ëb! ÊUOïUë

ê

O

 ÈUÙW! p:O"Uë WïËu§îWëWìËË;ñ WëWA8Wïx Wì p:O"Uë ÊU| X:O!…œ d¶îWë        Wì1d"…ñËWÖ
 ÈUÙW! p:O"Uë WïËu!œU|“WìËË;ñ ÂüW! ÆX:O!…œx Ê«u:OïWì-2 Ë1   ÆX:O!

O

 ÆWJ!ñU|œ ÊËu§îWëWìËË;ñ Ë ÊËu!œU|“WìËË;ñ vïUë…ËUî O

( ,Ê )− −2 2−2
( ,Ê )− −2 2

( ,Ê )1 2
( ,Ê )1 2

( ,Ê )1 2
x =1

x = −2

−2

f x x x( ) .= −0 33 3

ÊUëWA8Wï vïËu§îWëWìËË;ñ Ë ÊËu!œU|“WìËË;ñ

ÈË…;d:|;ñWì ÊUëWè:uKÅ W˘U8 X:|d"Ë…œ :v3:u8 È;ñWÄËWz ÈUÙW! È…ËWïœdJïËË;ñ vïUëW˘U8W!
ÊËu§îWëWìËË;ñ :u! ÊËu!œU|“WìËË;ñ Wì «œWïüU8 ËW! vïËu!;ñWá:O" v"UëWì WëWA8Wï ÆWëWA8Wï

ÂüW! ÆW|WÙ Èñ:Ë“ vïW|ôW! vè:uKÅ v˘U8 ËËœ Uº:O< ÈWA8Wï Æ…ËWï«ËWâ:OÄ W! Ë X:|;ñ:uÖ…œ
 Èñ:Ë“ vïW|ôW! ñ«uÇWKÄ ÈWA8Wï3W˘U8 È…ñUî˛ ¨v¶AÖ vëW|…u:OÅW! ÆW|WÙ vè:uKÅ v˘U8

 WKÄ Wì ñ«œ…œ«;ñ vëW|WA8Wï vïUëWè:uKÅn   ÆÈñ:Ë“ ÈôW!         Wì WO¶|d!n−1

 Æ          ÈWA8Wï Èñ«u! vëW|…ËUî Ê…ñUî˛ ËËœ     Ë
 ∫†UJ! Ê«œU<UÄ W3ñWî ÂWz ñWÖWz «œW|ËUîËWì X:O!…œ ÊËu!œU|“WìËË;ñ WëWA8Wï

 «ËWz              ñWÖWz Æ
  ∫†UJ! Ê«œU<UÄ W3ñWî ÂWz ñWÖWz «œW|ËUîËWì X:O!…œ ÊËu§îWëWìËË;ñ WëWA8Wï

 «ËWz              ñWÖWz Æ

f x( )

( ,Ê )− −2 2

 ÈWï«Ë55 1-3

GRADE12-CHAP-3-Adabi   3/27/18  12:55 PM  Page 6



   «b|ñUëdO! Wì ÊËu§î«Ë…œñW!

  ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

2W<UM:OÄ v:O3:u8 s|d¶ëuâ! ÈUÙW! Ë s|d"…ñËWÖ ÈUÙW!
 ÆWJ!

1È…ËWïœdJïËË;ñ Wë WJ! …ñ«œ…œ«;ñ WA8Wï ËWz v<U!
  ÆX:|ËWë…œñ…œ ñW§î«ñW!Wì

3„W|…ËUîWì WA8Wï vïËu§îWëWìËË;ñ Ë ÊËu!œU|“WìËË;ñ
 ÆWJ! W<UM:OÄ

  Ë«dëW¶<«;ñUz vïUM:OÙ«;ñ

4

5 ø…bïWÇ WëWA8Wï vïUëWè:uKÅ W˘U8 È…ñUî˛
6Ë …bïWÇ v:O3:u8 È;ñWÄËWz vïUëUÙW! È…ñUî˛

 øWOOÇ ÊUOïUë…ñ:u3

  ÊœdJ:O3W§:O3 Ë ÊUM:OÙ«;ñ

 ÆX:|ËWë…œñ…œ                    ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ ñW§î«ñW! ÈWM:|Ë Wì

 ÆX:|ËWë…œñ…œ                               ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ ñW§î«ñW! ÈWM:|Ë Wì

 Æ…ËW¶<W§! ËU$uÖ vëW|…ËUîWÇ W! WïüU8 ËWz

GCÜ

 ÆWJ!Ë«ËW" ñW§î«ñW! ÈW¶A8
 ÊUëWïU"Ë:uÄ v¶8W"ËË;ñWì

Wì Wë                  vïUëW˘U8
 ÆWJ!ñU|œ …Ëu"UÙ «œWëW¶A8

GC
Ü

ê

ê

7 ÈUÙW! Ë v:O3:u8 È;ñWÄËWz vïUëW|UÙW!xW‡
   Æ…Ë…“:Ëb! ÊUOïUë

8vïËu§îWëWìËË;ñ Ë ÊËu!œU|“WìËË;ñ vïUë…ËUî
 ÆWJ!ñU|œ WëWA8Wï

10 ø…bïWÇ WëWA8Wï vïUëWè:uKÅ W˘U8 È…ñUî˛
11Ë …bïWÇ v:O3:u8 È;ñWÄËWz vïUëUÙW! È…ñUî˛

  øWOOÇ ÊU|WëW|ñWÙ Èñ:u3
12 ÈUÙW! Ë v:O3:u8 È;ñWÄËWz vïUëW|UÙW!x Æ…Ë…“:Ëb! ÊUOïUë W‡
13 ÆWJ!ñU|œ WëWA8Wï vïËu§îWë Ë ÊËu!œU|“ WìËË;ñ vïUë…ËUî

9    ÈWA8Wï ÆWM:ON!ñUëW!

f x x x x( )= + − −4 2 13 2

h x x x( )= − +6 4 54 7k x x x x( )= + − −3 2 4 12 6 4

g x x x x x( )= − + − −4 2 23 5 2 1

O
f x x x( )= − +3 23 1

f x x x x( )= − −1
3

1
2

3 2 2

x f x,Ê ( )( )

2 310−1−2x
f x( )

f x x x( ) 13 3== −− ++

 Æ…Ë…“:Ëb! ñ«œ…œ«;ñ vëW|WA8Wï ñWÙ ÈWKÄ

 ÈWï«Ë 561-3
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  …Ë«Ëœ :u! 5ï«Ë;ñ

14

  …ËWA:OÄ :u! 5ï«Ë;ñ

15

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
g x( )

x

30
40
50

20600

 ÈWA8Wï vïUëW|UÙW! vïœdëñUî˛WÙ W! WJ!Ë«ËW" …Ë…ñ«u8 ÈW¶A8Æ
 ÈWA8Wï ÈUÙW! s|d¶ëuâ!g ÈUÙW! Ë WOOÇx ÆWJ!ñU|œ ÈWëW‡

 Xfi|u:OÄ v"Uë ñW§î«ñW! ÈW¶A8Wìtd:Oîó"Uë W!
v:OÄW! ¨X:|ËWë…œñ…œ rë        È…ËUî vM|;d!:u!

 v|«d:O8sË WJ!Ë«ËW" WëW¶A8 ¨p:|d:Oîó"UëWì rë W!
 ÈË«;ñ:uÖËËœ Wë WJ! „WO|bï…u|WÄ vîU$Wzñ…œt Ës

    Æ…ËW¶:O¶<W!…œ …ËWëW|W!

g x x x( )= − −2 2 2

600
 v|«d:O8 †Uë ÈñËËœ

 ÈWï«Ë57 1-3
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 ÈË«;ñ:uÖ ËËœx ËyÊUOJ:OëW| È…ó:|;ñ ñWÖWz ¨…ËWM:|d¶<W!…œ …ËWëW|W! Wï«ËW¶<«;ñ vëWO|bï…u|WÄW!
v¶<«;ñ vëW|…ñUî˛           p:O"Uë             ÊU|            ñWÖWz U"«Ë ¨X:O! ;ñ:uÖWï ÊU|d" ÈËWz:u!

†«Ë;ñ…œ                  È;ñ:uÖWï v|«d:O8 W! X:|;d§|…œ p:OKO§î:u":uz Wë ÈWO|ñËËœ ËWz ÆX:O!Ë«dJ|ñU|œ
ñWÖWz Ë †Uë…œ œU|“ WëWO|ñËËœ X:|dJ!œU|“ †Uë ñWÖWz ¨†Uë vï«;ñ:uÖW! X:|;ñ:uÖ…œ Wï«ËW¶<«;ñ

    Æ†Uë…bîWë WëWO|ñËËœ X:|dJ§îWë WëW"Uë

Ê«;ñ:u‡Ö vïUëW‡A8Wï

 ÊUëW$UîUz

•X:O<Uï…œ Wï«ËW¶<«;ñ vï«;ñ:uÖ
 Æ†Uë…b|ñU|œ ÈWë…;ñ:uÖWï Ë

•X:O<Uï…œ Wï«ËWâ:OÄ vï«;ñ:uÖ
 Æ†Uë…b|ñU|œ ÈWë…;ñ:uÖWï Ë

•vï«;ñ:uÖ ÈWA:OëËUÙ
 ÆX:O<Ëuï…œ Wï«ËWâ:OÄ

•†Uë…œñUJOÅ Wï«ñUO<dÄ ËWz
ÊU| Wï«ËW¶<«;ñ vï«;ñ:uÖ Wë

 ÆÊdÖ…œ:u8Wì Wï«ËWâ:OÄ

 ÈWï«Ë22
Ê«;ñ:uÖ ÈWA8Wï XOï«u"…œ

vïœdJ|ñU|œ :u! XOM:ON!ñUëW!

7fi|u:OÄ ÈWïU<Wë ËWz È…ñUî˛

„…Ë p:|ñUë vïœdJ:O3W§:O3 :u!

Wì „W|ËuïU8 vïœdJ¶<Ëñœ

 Æ«œË«dJ|ñU|œ vJ:O"Uë

 øvÇ:u!

Variation Functions

 qO§î:u":uz vM|ñu‹:OìñWÖWz Æ…ËW"Uë…œ q:O§î:u":uz vM|ñu‹:Oì :u! †W§|U" vìu8 ÊUë…d:OãuÅ Wì p:OëW|
 ÂWëW| ÈW¶ãW4 Wì Wë…d:Oã:uÅ8Wì Ë ñUM|œ                ñW§î«ñW! Ëu!WÙ vïœdJIÅWî d:Oîó"Uë

 Â…ËËœ ÈW¶ãW411W|…ñUÄ …;d! ËWz XOï«e! ñWÖWz X:|dÖ…œñ…Ë bïWÇ U|Uz ¨œdJOIÅWî d:Oîó"Uë
  ÆÊUë…d:Oîó"Uë È…ñUî˛ vï«;ñ:uÖ W! X:|;ñ:uÖ…œ Wï«ËW¶<«;ñ

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/1

f x kx( )=
f x( )

240000

y kx= y
x k=k ≠ 0

110km h/

  ÊUë…Ë«ñ«“
Vocabulary

 Ê«;ñ:uÖ vïUëWA8Wï

 Wï«ËW¶<«;ñ vï«;ñ:uÖ

 Ê«;ñ:uÖ È;ñ:uÖWï

 Wï«ËWâ:OÄ vï«;ñ:uÖ

 vïu¶< ÈñUïWëñ…œ

 v|:u<Uz ÈñUïWëñ…œ

Variation functions 

Direct Variation

Constant of variation

Indirect variation

Vertical asymptote

Horizontal asymptote

ÊUOJ:OëW| ÈUÙW! vï«;ñ:uÖ ¨…ËWM:|d¶<W!…œ …ËWëW|W! Ê«;ñ:uÖ vëWO|bï…u|WÄW! bM:OÙ ËËœ ñU3ñ:Ë“
œ«bäW! Ë d:OìËWÙ Ê«u:Oï ÈñËËœ vM|;d! :u! Xfi|u:OÄ v"Uë Æ†Uë…b|ñU|œ ÊU|d" ÈËWz ÈUÙW! vï«;ñ:uÖ

v|«d:O8 ñWÖWz Æ†«Ë;ñ…œ œ«bäW! :u! d:OìËWÙ Wì Wë …ËW¶:|d¶<W!…œ WKO§î:u":uz ËWz v|«d:O8W! Wïu/ :u!
…ñ:u3 ÂW! Æ†Uë…bîWë WëWO|«d:O8 X:|dJ!œU|“ WëW"Uë ñWÖWz Ë †Uë…bîWë WëW"Uë X:|dJ!œU|“

 X:|d"Ë…œ WïUO|bï…u|WÄÆÊ«;ñ:uÖ ÈWA8Wï∫X:|dÖ…œñ…Ë Ê«;ñ:uÖ ÈWA8Wï ñ:u3 ËËœ «œW|Wï«Ë ÂWì
 ÈWA8WïWï«ËW¶<«;ñ vï«;ñ:uÖ ÈWA8Wï ËÆWï«ËWâ:OÄ vï«;ñ:uÖ

Wï«ËW¶<«;ñ vï«;ñ:uÖ

Wï«ËW¶<«;ñ vï«;ñ:uÖ ÈWA8Wï

 È…u:OÅW! ÈWëW|Ufi:|;ñ ñWÖWz ¨Wï«ËW¶<«;ñ vï«;ñ:uÖ ÈWA8Wï X:|d"Ë…œ           ÈWA8Wï W!
 ¨X:O!
 X:|d"Ë…œ    W! ¨X:O! dH< Wì W~3 v¶<«;ñ vëW|…ñUî˛    p:O"UëÊ«;ñ:uÖ È;ñ:uÖWï Æ k ≠ 0k ≠ 0

 ÈWï«Ë 582-3
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f x( )

 ÈWïu/ Wì Ë«;ñ:uÖ È;ñ:uÖWï1 øX:OïW|WÖ…œ vÇ ¨«œ
ÈW¶ãW4Wì †UJ! :vÄW! ;ñ:uÖWï vM¶A|:Ë;ñ W! ÊUNO3 ÈñË…œ W! p:O¶ÅWÖ «b|ñU|;d! Ê«ËdO<

 Ê«ËdO< ÂWëW|6XOï«“ ñWÖWz øÈ;d! rë bïWÇ Â…ËËœ ÈW¶ãWÙWì ¨È;d! rë        Ë XA|:Ë;ñ :̨Ë;ñ
 Æ«b|ËuAÄ ˛:Ë;ñ ËËœ

v˙:OÙ ÈWA8Wï Wì WOO"W§|U" vJ:|ñU! Wï«ËW¶<«;ñ vï«;ñ:uÖ vïUëWA8Wï
  Wì WOO¶|d! v˙:OÙ ÈWA8Wï v¶AÖ È…u:OÅWë XOï«“…œ „…Ë

 p:O"Uëa Ë WO|ñôbWï«ËW¶<«;ñ vï«;ñ:uÖ ÈWA8Wï ÆWOOïu¶< vM|;d!d¶ëW|
 W"Uë…œ ÈWëWOOïËu¶< WM|;d!d¶ëW| ¨v˙:OÙ ÈWA8Wï Wì WOO¶|d!0Æ

Wì WO¶|d! Wï«ËW¶<«;ñ ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ Wë X:OÇ…œñ…œ ‘WîWì
   Æ†«Ë;ñ…œ «b"…;ñWM! v˘U8W! p:O˙:OÙW¶<«;ñ

 ÈWïu/ È«ËœWì Wë WA:OJ! …b§˘ËWÙ ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ1 Æ…Ëu"UÙ  …b§˘ËWÙ

W‡‡‡‡ïu‡‡‡/2 ÈWïu/ ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ1 ÆWA:OJ!

 Wë WJ! …ËWz vMO§:O" Ë ¨WJ! ñW§î«ñW! ÈWM:|Ë ÈUÅUîW"
 p:O"Uë …Ë«dëWï W<UM:OÄ WëWA8Wïx ËWz WJïuÇ ¨X:|dÖ…œñ…Ë VìU< ÈUÙW!

 Æ…Ëu!WÙ «b:O" vIÅWî Wë…d:OãuÅ Wë X:OM:|uï…œ Wï«d:Oîó"Uë ËWz È…ñUî˛ …Ë«;ñ:uÖ

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/3   Êbï«Ë;ñ ñ«œ

ñWÙ ÈWïUîUîWï ËWz È…ñUî˛ Æ†ËË;ñ vëW|WÇËUï Wì X:OM:Oâ! ÂUîWï        «bOïU1WÄ Ê«Ë…b:|œ vJ:OáO"
 W! v<Wë ËËœ vJ:OáO"10 Æ«bJ:|d:Oîó"Uë ñWÙWì Ë…Ë«ñbM:O˙îW8 ÂUîWï

 Æ†UJ§:O3W§:O3 ÈWë…ñUë È…ËWz:u! W¶fi|u:OÄ Èd:Oîó"Uë bïWÇ p:OáO"ñWÙ
50 ÆÊ…b! ÂU$Wz ÊU|Wë…ñUë …ËWJ:OÄ È…ËWz:u! W¶fi|u:OÄ Èd:Oîó"Uë bïWÇ éO"

100 ÆW¶fi|u:OÄ ÊU|d:Oîó"Uë bïWÇ éO"
 ÊUë…d:Oîó"Uë È…ñUî˛ W<ËuM! Wï«ËWâ:OÄ vï«;ñ:uÖ vëW|WA8WïT  :u! WëxW¶fi|u:OÄ éO"

 ÆÊ…b! ÂU$Wz ÊU|Wë…ñUë …ËWJ:OÄ È…ËWz:u! ¨W<ËuM!
ÊËu"ËWJ¶¶<…œ ÈWï«ËWz Ë             Ë            vïœdëñUî˛WÙ :u! WM:ON!ñUëW! WA8Wï ËWz

  Æ‡3 ¨ » vîü…Ë ËËœñWÙ ¸WÖWì WJ! ÊU|œñË«ñW!

GC
Ü

384

f x ax b( )= +

 ñUJOÅ

f x k
x( )=

500

ê
O

T ( )50T ( )100 g

 Wï«ËWâ:OÄ vï«;ñ:uÖ vïUëWA8Wï

   È…u:OÅW! ÈWëW|Ufi:|;ñ ñWÖWz ¨Wï«ËWâ:OÄ vï«;ñ:uÖ ÈWA8Wï X:|d"Ë…œ         ÈWA8Wï W!
 X:O!            ÊU|

 WìW~3 X:O! v¶<«;ñ È…ñUî˛    p:O"Uë0 ÆWëWï«;ñ:uÖ È;ñ:uÖWï X:|d"Ë…œ     W! Æ
xy k=

k ≠ 0k ≠ 0

 ÈWï«Ë59 2-3

ÊUë…d:Oîó"Uë È…ñUî˛ vM|;ñ:uÖ W! X:|;ñ:uÖ…œ Wï«ËW¶<«;ñ W!      X:|dÖ…b|ñ…Ë Wë…d:OãuÅ È…ËWz
 «bïUÅUÄ Wì                                        W"«Ë X:OM:|uï…œ       :u!       È…ó:|;ñ    Ë«;ñ:uÖ È;ñ:uÖWï W|:u!

W"«Ë                                                È;d! Wë…d:OãuÅ Â…ËËœ ÈW¶ãW4 Wì
 ÆX:|dÖ…œñ…Ë ñUM|œ

S( )
S( )

( )x
( )xk S

x= = =240 000
8 30000

S x x( )= 30000S( )11 30000 11 330000= × =330000

 ñUJOÅ

k ≠ 0

      …b§˘ËWÙ
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T ( )100 5500
100= = T ( )50 10500

50= =

…b§˘ËWÙ

g

WA8Wï È…Ë«;ñW~˘WÙ

Æ…Ë«dëW<UM:OÄ                 ÈWA:OëËUÙ W! WëW|WA8Wï ¨WA8Wï È…Ë«;ñW~˘WÙ

WA8Wï È…Ë«;ñW~˘WÙ È…ËWïœdJïËË;ñ ñW§î«ñW! ÈWM:|Ë
Wë…ËWïœdJïËË;ñ Èd|W< ÈœñËË W! ñWÖWz ÆX:OM:|uï…œ

∫ÈWë…œ WïüU8 ÂWz vMO§:O" X|WJ!
.1vïUëW|UÙW! vï«u"…œyvïUëW|UÙW! W! ñW§î«ñW!x

p:O"Uë X|WJ!ñUî˛WÙxÆdH< Wì W~3 X:O!bïWÇñWÙ
ÈW˘Wî:uë Wì WOO¶|d! WëWA8Wï È…Ë«;ñW~˘WÙ Èñ«u!

ÆdH< Wì W~3 ÊUëWOO¶<«;ñ …ñUî˛
.2vïUëW|UÙW! bïWÇ ñWÙxvïUëW|UÙW! Æ†UJ!œU|“y

ÆWïËu§îWë Wì ËË;ñ WëWA8Wï Wë :vM|WÖ…œ …ËWz ‘WîWz †Uë…bîWë
.3ÈË«;ñ:uÖ p:O"UëxvïUëW|UÙW! †Uë…œ œU|“ vïUëW|UÙW! Ë X:O! »W3uîyË …ËW¶:O!…bJ|eï dH< Wì

∫5:O˘…œ d" vëW|…u:OÅW! Æ…ËW¶:OMOî…œ »W3uî W!yp:O"Uë …ËW¶:O!…bJ|eï »W3uî ÈdH< Èô :u!x
Æ…ËW¶:O!…bJ|eï       Ë…ñW!

.4ÈË«;ñ:uÖ v"UëWìxvïUëW|UÙW! …ËW¶:O!…œ ÂWë vïUëW|UÙW! Ë X:O! VìU<y…ËW¶:O!…bJ|eï dH< Wì
∫X:|;d!…œñ…œ …u:OÅ ÂW! WîWz Æ…ËW¶:OMOî…œ VìU< W! Ëyp:O"Uë …ËW¶:O!…bJ|eï VìU< ÈdH< Èô :u!x

Æ…ËW¶:O!…bJ|eï      Ë…ñW!
.5vïUëW|UÙW!yv"ËË;ñ vïUëW|UÙW! p:O"Uë …ËW¶:O!…bJ|eï dH<Wìxd"U|“ X:O!…œ ÊËu!œU|“ Wì ËË;ñ

W"«Ë ¨X:|dM:|uï…œ         ÈWA:OëËUÙ W! ÈW˙:OÙW¶<«;ñ ËWz ∫X:|;d!…œñ…œ …u:OÅ ÂW! WîWz d"U|“ Ë
Èñ…ËW"xÆWëWA8Wï È…Ë«;ñW~˘WÙ È…ËWïœdJïËË;ñ :u! v|:u<Uz ÈñUïWëñ…œ W¶:O!…œ

f x x( )= 1

y = 0

−−∞∞

++∞∞

GC
Ü
ê

O

Ëvîü…Ë ËËœ ¸WÖWì sJ:|;ñ WëWîU$Wz ËËœñWÙ ¨
Æ ‡3 Ë » ÈñUO<dÄ

œ«bäW! Ë d:OìËWÙ Ê«u:Oï È…ËUî Ë †«Ë;ñ…œ ;ñ:uÖWï vëWO|«d:O8W! p:OKO§î:u":uz450W! rë6ÆX:|;d!…œ d:Oîó"Uë
ø…Ëu!bïWÇ WKO§î:u":uz ÂWz v|«d:O8

W! ÈWë…ËUîWë …Ëu!bïWÇ p:OKO§î:u":uz v|«d:O84ÈWëWO|«d:O8 XOï«“ ñWÖWz …u|;d! d:Oîó"Uë
ÆX:O!;ñ:uÖWï

W! ÈWë…ËUî p:|;ñ vëWO|«d:O8W! ñWÖWz …Ëu! bïWÇ WëWKO§î:u":uz v|«d:O88øX:O§|;d! d:Oîó"Uë
v|«d:O8 W<ËuM! Wï«ËWâ:OÄ vï«;ñ:uÖ vëW|WA8Wïs…;ñ:uÖWï vïUï«œW! †U‹!ñ…œ WëWKO!:uï:uz

v"Uë v:OÄW!xÆœ«bäW! :u! d:OìËWÙ Wì ÈWëW¶ÅWÖW! Ë«dïW|U8 ©d:Oîó"UëW!®

ÈWï«Ë 602-3

GC
Ü

ñUJOÅ

ª100W! v¶fi|u:OÄ éO"5ÆWë…ñUë vï«bîU$Wz :u! …d:Oîó"Uë
X:OÇ…œñ…œ WOMO§:O" ËWì                        Ë                         Ë                         Wë WJ! vMO§:O"

WìWO¶|d! Wï«ËWâ:OÄ vï«;ñ:uÖ ÈWA8Wï Æ              ÊU|Æ

ê
O

500 10 50÷ =

500 50 10÷ =

500 100 5÷ =

50 10 500× =10 50 500× =5 100 500× =

T x× = 500T x= 500T x x( )= 500

W! v¶fi|u:OÄ p:OáO" ñWÙ ª50ÆWë…ñUë vï«bîU$Wz :u! …d:Oîó"Uë
ª50W! v¶fi|u:OÄ éO"10ÆWë…ñUë vï«bîU$Wz :u! …d:Oîó"Uë
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 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/4 ÆWA:OJ!                    ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ

 ÈËU~ïWÙ1 ÆWJ§¶<Ëñœ ÊUëW|UÙW! ÈW¶A8

 ÈËU~ïWÙ2 ÆsM:|uï…œ WëW¶A8 Wë WJ§|ñU|œ WïüU8 ËWz
 ÈËU~ïWÙ3Wë W!ñ«œUÖUz ¨WA:OJ! ËU$uÖ vëW|…ËUîWÇ

 Èñ…ËW"x Èñ…ËW" Ë v|:u<Uz ÈñUïWëñ…œyvïu¶< ÈñUïWëñ…œ
     ÆW|Wë…ËWïœdJïËË;ñ

   ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ ÆWA:OJ!  …b§˘ËWÙ

 ñUJOÅ

f x x( )= −2

2
2

31
1

−1
−1

−2
−2

−3x

f x( ) 2
3 − 2

3

f x x( )= 3

  «b|ñUëdO! Wì ÊËu§î«Ë…œñW!

  ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

1 ÈË«;ñ:uÖ vïUëW|UÙW! X:O!WÙ XëW|W¶A8 ñWÖWzx vïUë…ñW§î«ñW! W|UÙW! ËyÊ:uÇ ¨X:O!«b:O"
¨X:OM:|uï…œ Wë…Ë«;ñ:uÖ ËËœ Ê«u:Oï ÈWï«ËW¶<«;ñ vï«;ñ:uÖ vëWO|bï…u|WÄ W|W¶A8 ËWz XOï«“…œ

 Æ…ËW¶|“:Ëœ…œ «œ…ñU! ÂWì WëWï«;ñ:uÖ È;ñ:uÖWï Ê:uÇ
2 ÈË«;ñ:uÖ vïUëW|UÙW! X:O!WÙ XëW|W¶A8 ñWÖWzx vïUë…ñW§î«ñW! W|UÙW! ËyÊ:uÇ ¨X:O!«b:O"

¨X:OM:|uï…œ Wë…Ë«;ñ:uÖ ËËœ Ê«u:Oï ÈWï«ËWâ:OÄ vï«;ñ:uÖ vëWO|bï…u|WÄ W|W¶A8 ËWz XOï«“…œ
   ÆX:OM:|uï…œ «œ…ñU! ÂWì Wë…Ë«;ñ:uÖ È;ñ:uÖWï Ê:uÇ

3 ÈË«;ñ:uÖ ËËœx ËyWë Æ…ËWM:|d¶<W!…œ …ËWëW|W! Wï«ËWâ:OÄ vï«;ñ:uÖ vëWO|bï…u|WÄ W!
 ÈUÙW! Ê:uÇ Æ           p:O"Uëy ÆWJ§O<U!           p:O"Uë …ËW¶|“:Ëœ…œ

y= 3
x = 8x = 2

 ÈWï«Ë61 2-3

.6 ÈË«;ñ:uÖ :u! VìU< vïUëW|UÙW! bïWÇñWÙx vïUëW|UÙW! ¨†UJ!œU|“yVìU< W! Ë †Uë…bîWë
 ∫W"«Ë …ËW¶:OMOî…œy p:O"Uë …ËW¶:O!…bJ|eï       Èô :u!x Æ…ËWÄWÇ Wì …ËW¶:O!…bJ|eï dH< Wì

.7 ÈË«;ñ:uÖ :u! »W3uî vïUëW|UÙW! bïWÇñWÙx vïUëW|UÙW! ¨†Uë…bîWëyW! Ë †Uë…œ œU|“
 ∫W"«Ë …ËW¶:OMOî…œ »W3uîy p:O"Uë …ËW¶:O!…bJ|eï        ÈôWìx Æ…ËW¶<«;ñ Wì †«Ë;ñ…œ dH< Ë…ñW!

.8 vïUëW"ËËñ W|UÙW!y È«Ë;ñ:uÖ bïWÇñWÙ d"U|“ Ë d"U|“ X:O!…œ ÊËu!œU|“Wì ËË;ñxW|UÙW!
 ∫s|;d!…œñ…œ W|…u:OÅ ÂW! Ë d"U|“ Ë d"U|“ †Uë…bîWë vïUëW"ËË;ñ
 Èñ…ËW" W"«Ë ¨X:|dM:|uï…œ         ÈWA:OëËUÙ W! ÈW˙:OÙW¶<«;ñ ËWzy:u! vïu¶< ÈñUïWëñ…œ W"Uë…œ

   ÆWëWA8Wï È…Ë«;ñW~˘WÙ È…ËWïœdJïËË;ñ

−−∞∞

++∞∞

x = 0
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5üUÑ Æ†«Ë;ñ…œ ©rë        ® …;d<W! :u! vïUL:OK< Wì «d:O8 ÈW~:|;ñ Wì ;ñ:uÖWï v|«d:O8W! p:OK:O§î:u":uz
ÆÈ;d!                  v|«d:O8W! Wë…ËUî

678

920
100km h/

Ü

È…ËUî vïœdëñUî˛WÙ :u! Wï«ËWâ:OÄ vï«;ñ:uÖ ÈWA8Wï ÈWA:OëËUÙTWëW¶ÅWÖ Wë
v:OÄW! X:OM:|U8…œsÆW<ËuM!

GC

øbïW|U8 ÈbïWÇ œ«“Uz ÈWëW¶ÅWÖ ¨È;d!                  v|«d:O8W! È…ËUî ÊUîWÙ œ«“Uz

vï«;ñ:uÖ Èbï…u|WÄ ÊU| Wï«ËW¶<«;ñ vï«;ñ:uÖ Èbï…u|WÄ WëW¶A8 ñWÖWz WJ§|ñU|œ
ÆX:OM:|uïUï ÊUOâOÙ ÊU| X:OM:|uï…œ Wï«ËWâ:OÄ

Èd:Oîó"Uë Wì vïUL:OK< œ«“d:OÅ8Èd:Oîó"Uë :ÈËW|…œ Ë XA:ON:O3W! vïU|W! È7…ñ«u:Oz
„WO|«d:O8 ı W! :v!…œ ¨Êœñ«u‹ïUï :u! p:|d:Oîó"Uë vïU¶<…Ë ¸WÖWì …;d<W! W"U~!

øX:|ñu‹§:Oì WëWK:O§î:u":uz

ê

Ü

È…ËUî vïœdëñUî˛WÙ :u! Wï«ËWâ:OÄ vï«;ñ:uÖ ÈWA8Wï ÈWA:OëËUÙT:u! W¶fi|u:OÄ Wë
Ê«ñUJ:|dë È…ñUî˛ v:OÄW! W<ËuM! Wë…ñ:uJ|œ vïœdë…œUîUzxÆÊWë…b:Oì ÈñUë Wë

GC

12ÆWë…ñ:uJ|œ vïœdë…œUîUz :u! W¶fi|u:OÄ …ËUî bïWÇ ¨ÊWë…œñUë ñUJ:|dë
ñUJ:|dë bïWÇ :v!…œ Æ˛:Ë;ñ ËËœ W! X:|dJ!…œUîUz Wë…ñ:uJ|œ Wë œdJ|«Ë«œ :uïUÅ ÈñW!…u:|ñW!

ÆÊWJ!ñUë
ê

125km h/

3 122
146x

y6 43
952x

y5 1530
12424x

y

101112

vï«;ñ:uÖ Èbï…u|WÄ ÊU| Wï«ËW¶<«;ñ vï«;ñ:uÖ Èbï…u|WÄ WëW¶A8 ñWÖWz WJ§|ñU|œ
ÆX:OM:|uïUï ÊUOâOÙ ÊU| X:OM:|uï…œ Wï«ËWâ:OÄ

21 3612
24148x

y4 2.55
106.255x

y5 73
975x

y

ÊœdJ:O3W§:O3 Ë ÊUM:OÙ«;ñ

9vï˛W3 ÈWï:u! W! :Èuï vëW|ñWÖ:uïUÅ vï«œ“U< :u! †Uë…œ …œUîUz È:u8 vKKOî È:uïUÅ váO"
Wë …ñ:uJ|œ vïœdë…œUîUz W! v¶fi|u:OÄ ‘WîWz :u! “:ËñËWï3ñWÖWz X:OïW|U8…œ ˛:Ë;ñ20ñUJ:|dë

Æ†UJ§:Oì ÈñUë

Ü
ÆX:|;d§!ñ…œ Wë…ñUO<dÄ ¨W<ËuM! Wï«ËW¶<«;ñ ÈWA8Wï vëW|WA:OëËUÙ

4¸WÖWì X:|;ñ:uÖ…œ Wï«ËW¶<«;ñ „W|WÖñUëWì ÈWë…ñUë ñW§î«ñW! X:|dÖ…b|ñ…Ë œ«“Uz È…ËWz
ñW§î«ñW! †dÖñ…Ë ÂWëW| ÈW¶ãW4 ÈñUM|œ               œ«“Uz ¨ÈWë…ñUë vïUë…d:Oîó"Uë È…ñUî˛

20ÆÊœdëñUë d:Oîó"Uë

Ë«dëW¶<«;ñUz vïUM:OÙ«;ñ

GC
œ«“Uz24øX:|dÖ…œñ…Ë bïWÇ ¨œdJ|ñUë W|W¶ãW4 ÂWz d:Oîó"Uë

bïWÇ W¶fi|u:OÄ ¨X:|d~!ñ…Ë ñUM|œ               Ëu"UÙ«œ ÈW¶ãW4 «b|ñU|;d! œ«“Uz
ø†UJ!ñUë d:Oîó"Uë

300000

ê450000
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13«b:O" Èñ«bÅW! :uJï«“ vï«ñUëbM:|u8 ÊW8…bJ:|;ñ ÊULà :u! p:O¶ÅWÖ „:uÙœ È:uJï«“ vï«ËuÇñ…œ
Wï«ËWâ:OÄ Ê«Ëu!ñ«bÅW! È…ñUî˛ vï«;ñ:uÖ W! WëW¶ÅWÖWì Êœdë Èñ«bÅW! v8dï ÆÊWë…œ
È…ñUî˛ ñWÖWz X:O!…œ ñUM|œ               p:|ñUëbM:|u8 :u! ÊËu!ñ«bÅW! v8dï ¨X:|;ñ:uÖ…œ

 Ê«Ëu!ñ«bÅW!24v8dï È…ËWz :u! X:O! bïWÇ W¶fi|u:OÄ Ê«Ëu!ñ«bÅW! È…ñUî˛ ÆX:O! ñUëbM:|u8
    ÆñUM|œ              W¶:O§! ñUëbM:|u8 „W| vïËu!ñ«bÅW!

  …Ë«Ëœ :u! 5ï«Ë;ñ

  …ËWA:OÄ :u! 5ï«Ë;ñ

 ø…bïWÇ p:|ñ«œ…œ«;ñ ñWÙ ÈWKÄ

14f x x x x( )= − + +3 2 15 4 2

g x x x x( )= − + −2 5 7 2 3

h x x x( )= − − +5 13 4

17È…ñUî˛ ¨…bï…ËWzËËœ W¶:O!…œ p:|d:Oîó"Uë ñWÙWì U|d¶ëW! p:O˘Wî:uë vïUëWï«œ È…ñUî˛
 È«Ëœ WëW˘Wî:uë vïUëWï«œ5    øœdJ:OáO¶<…œ Wï«œ ËËœW! ñWÖWz bïWÇ W¶:O!…œ d:Oîó"Uë

15

16

250000

200000
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ËWz È…ñUî˛ ¨…Ëu"UÙ «œW|U<U| ËWz vè…œ Wì ¨X:|œñUëW! «œd:Oîó! È“U<WAOÄWì             ñ:uî ÈU<U|
…Ë…ñ«u8 ÈW¶A8Wì ¨…ËW¶:O!…œ bM:OÙ ËËœ WïüU< ¨W|WÙ «œd:Oîó! vïUëW"UNJ:OÄ Wì ÈWï«ñW¶<eï«d"

ÂWz vïËu§¶<Ëñœ vïUëU"…ñW< Wì «œd:Oîó! vïUëW"UNJ:OÄWì vïËu!œU|“ Ë ÊUë…ñW¶<eï«d" È…ñUî˛
    ÆX:|ËWë…œñ…œ WO|“U<WAOÄ

ÊUëWOOï«u" WA8Wï

 ÊUëW$UîUz

•vïbï«uï :u! ÊUëWOOï«u" …;d!
…ËWï«;ñWÖ Ë WÅWÖ vïUë…ñU!

ÊU|ñUî˛WÙ Ë X:O<Ëuï…œ
 Æ†Uë…œ

•vï«u" ÈWÅWÖ vïUëWA8Wï
vï«u" È…ËWï«;ñWÖ Ë

 ÆX:O<Uï…œ
•v¶ÅËd< vï«u" vïUëWA8Wï

   ÆX:O<Uï…œ

   ÈWï«Ë33
ÊUëWïWLÖ…œ W¶Å ÈWïU<Wë ËWz

ÊUëWOOï«u" WA8Wï sï«u"…œ …ËWïWë…œ:uë

„W|Wïu/ vïœdJ¶<Ëñ– :u! sM:ON!ñUëW!

„…Ë ¨X:OM:|uM! ÊUë…Ë«dë:uë W¶Å ÈUÙW!

   ÆUIO<:uî vïUëWïWLÖ…œ …d:OîUz

øvÇ:u!

Exponential Functions

Moore

 ¸U<

 …ñUî˛

1965
60

1966
120

1967
240

1968
480

1969
960

1970
1920

1971
3840

W"UNJ:OÄWì ÊUë…ñW¶<eï«d" È…ñUî˛

„W|WA8Wï vïUM:OÙñUëW! W! X:|dM:|uM! …ËW¶:O!…œ bM:OÙËËœ WïüU< Wë ÈWïËu!œU|“ËWz X:|dï«u"…œ
 W! WïUA8Wï ÂWz ÆX:|d~!:u8Wì p:|Ë«;ñ:uÖ ÈWëWï«u"vï«u" ÈWA8WïÈWA8Wï s|d"…œU< s:|d<Uï…œ

 p:O"Uë                ÈWA8Wï WìWOO¶|d! vï«u"   WMOâM!vJ:|Ë«;ñ:uÖ  WëWï«u" Ë ¨;ñ:uÖWï vëW|…ñUî˛
 ÆX:O! œ«“Uz

X:|ËWë…œñ…œ                 ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ ñW§î«ñW! ÈWM:|ËWì
ÊUëWOO¶<«;ñ …ñUî˛ ËuîWÙ ÈW˘Wî:uë WìWOO¶|d! W|WA8Wï ÂWz Èñ«u!

 ÆÊUëW!W3uî WOO¶<«;ñ …ñUî˛ WìWOO¶|d! ÈWëW|«œËWî

 Èñ…ËW"Wì d"U|“ Ë d"U|“ WëWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ …b! ZïñW<x vïUëUÙW! bïWÇ ñWÙ …ËW¶:O!…bJ|eïx
 Èñ…ËW" Wì Wë…ËWïœdJïËË;ñ UÙ…ËñWÙ Æ†UJ§îWëx¨…ËW¶:OM:Oî…œ Wë…ñ…ËW" È…Ë…ñW<Wì uJ˘W! ¨X:|ËWëUï

 ÈUÙW! …ËW¶:OM:Oî…œ v!W3uî W!     È;d! È…ËWzñW!Wìx Èñ…ËW" ÆX:O!bïWÇ ñWÙxÈñUïWëñ…œ WìWOO¶|d!
 Æ                 ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ v|:u<UzñUïWëñ…œd"U|“ WëWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ WJ:O˙:OÙW¶<«;ñ

 ÈUÙW! bïWÇ ñWÙ …ËW¶:O!…bJ|eï v:Oì d"U|“ Ëx    ÆX:O!…œ d¶ëuâ! ñ:Ë“ ÊU| X:O!…œ d"…ñËWÖ ñ:Ë“
 ÈWA8Wï WìWOO¶|d!         Ë         p:O"Uë ¨                    „W|WA8WïñWÙvï«u" ÈWÅWÖÈWëW|UÙW!

 ÈUÙW! vïËu!œU|“ W! †Uë…œ œU|“xWìWOO¶|d!                   ÈWA8Wï «ËWz               ñWÖWz ÂüW! Æ
 ÈWA8Wïvï«u" È…ËWï«;ñWÖ ÈUÙW! vïËu!œU|“W! †Uë…bîWë ÈWëW|UÙW!x   Æ

b

 Ê«u" WMOâM!

b b> ≠0 1,Êf ( )x bx= h

f x x( )= 2

y y/ > 0{ }

x −1−2 0
1

1
2

2
4

3
8f x x( ) = 2 1

4
1
2

f x x( )= 2
2x

f x abx( )=a > 0b >1
0 1< <bf x abx( )=

× × × × × ×2 2 2 2 2 2ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ× × × × × ×2 2 2 2 2 2ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ× × × × × ×2 2 2 2 2 2ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ× × × × × ×2 2 2 2 2 2ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ× × × × × ×2 2 2 2 2 2ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ× × × × × ×2 2 2 2 2 2ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ ÊÊÊÊÊÊ

 ¨         Èbï…u|WÄ WìyÈË«;ñ:uÖ
 ÈË«;ñ:uÖ v¶<…u|WÄxWJïuÇ ¨W‡

 ÈUÙW!y ÈUÙW! W!x
   ÆX:|dë…b|ñU|œ

y bx=

  ÊUë…Ë«ñ«“
Vocabulary
 vï«u" ÈWA8Wï

 Exponetial function
 WMOâM!
 Base

 ñUïWëñ…œ
 Asymptote
  vï«u" ÈWÅWÖ

growthExponetial
 vï«u" È…ËWï«;ñWÖ

decayExponetial
 v¶ÅËd< vï«u" ÈWA8Wï

exponetialNatural
  function

X:O! †dO!Wì

f x bx( )=

 ÈWï«Ë 643-3
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 ÈWï«Ë65 3-3

 …b§˘ËWÙ .1¨WOOï«u" È…ËWï«;ñWÖ ÊU| WOOï«u" ÈWÅWÖ vëW|WA8Wï                         ÈWA8Wï U|Uz WJ!ñU|œ
 ÆWA:OJ! ÈWë…ËWïœdJïËË;ñ

W|…ËWï«;ñWÖ ËWz ÊU| W|WÅWÖ ËWz ÈœW< È…ó:|;ñ vïUM:OÙñUëW! W! …ËWï«;ñWÖ ÊU| WÅWÖ XOï«u"…œ
 ñWÖWz ÆXOM:|uM!r%Ë«dëñU|œ vJ:O"UëWì Ë«dëñU|œ vJ:|bM:OÙ È…ËWï«;ñWÖ ÊU| WÅWÖ ÈœW< È…ó:|;ñ

«ËWz ¨p:OJïU!Wì „W|…ñUÄ …;d! ©Ÿ«b|«® vïUï«œ „…Ë X:O! ©Æ Æ Æd:Oîó"Uë ÊU| W¶ãW4 ÊU| @ïUî ÊU| ¸U<®
 ‘UÄ W|…ñUÄ …;d! ËWz X:|dï«u"…œ …Ë…ñ«u8 ÈUfi:|;ñ ËW!t Æ…ËW|“:Ëb! †Uë È…ËUî

   W‡‡‡‡ïu‡‡‡/1 ÊUëWOOï«u" WA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ vïUA:Oë

¨WOOï«u" È…ËWï«;ñWÖ ÊU| WOOï«u" ÈWÅWÖ vëW|WA8Wï WëWA8Wï Wë WJ§|ñU|œ
  WA:OJ! ÈWë…ËWïœdJïËË;ñ ÊUÅUÄ

CG

Ü
x −1−2 0

10.70.4
1

1.5
2

2.3
3

3.4
4

5.1f x( )

x 20 4
12.2919.230

6
7.86

8
5.03

10
2.22

12
2.06f x( )

f x x( ) .=1 5

f x x( ) .= ( )30 0 8

f x( ) .=1 5x

 Wì      WMOâM!1WëWA8Wï ¨…d¶ëuâ!

  ÆWOOï«u" È…ËWï«;ñWÖ vëW|WA8Wï

0 8. f x x( ) ( ).= 30 0 8

ÊUëWOO"Uë …ËUî È…ñUî˛

Ê«;ñ:uÖ È«;dJ:O"v|U":uë ÈWî˛uÖ

v"…;ñWM! ÈWî˛uÖ

f x x( ) ( . )= 5 1 2

A t a r t( )= ±( )1

 ÈËU~ïWÙ1  ÆWJ!ñU|œ WMOâM! ÈUÙW!

 ÈËU~ïWÙ1  ÆWJ!ñU|œ WMOâM! ÈUÙW!

 ÈËU~ïWÙ2vïUM:OÙñUëW! W! WëWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ
   ÆWA:OJ! ÊUëW|UÙW! ÈW¶A8

 ÈËU~ïWÙ2vïUM:OÙñUëW! W! WëWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ
   ÆWA:OJ! ÊUëW|UÙW! ÈW¶A8

X:|d"Ë…œ v:OÄ Ë WïËu!œU|“ ÈñU!Wì         WO¶|d! …Ë…ñW< ÈWOOï«u" WA8Wï ËWz ÈWMOâM!
WÅWÖ ÈWJì:uëËUÙ X:|d"Ë…œ v:OÄ Ë WïËu§îWë ÈñU!Wì         Ë Æ…ËWï«;ñWÖ ÈWJì:uëËUÙ

1+ r
1− r

 Wì      WMOâM!1WëWA8Wï ¨…d"…ñËWÖ

 ÆWOOï«u" ÈWÅWÖ vëW|WA8Wï

1 5.
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 …b§˘ËWÙ

W‡‡‡‡ïu‡‡‡/3
 :Èuï vJ:|d~˘WÙñU! v8dï28 È«;dJO"W! WïüU< ¨…ñUM|œ Ê:uOKî9.5%vëW|WA8Wï Æ†Uë…bîWë

Ë WA:OJ! WëWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ ÊUÅUÄ ÆX:OM:ON§J:OÄ WïËu§îWë ÂWz vëW|Wïu/ W<ËuM! vï«u"

 W¶:O!…œ Wë…d~˘WÙñU! v8dï ÈW˘U< ËWz vïœdJ|ñU|œ :u! WM:ON§|ñUëW!5    ÆñUM|œ Ê:uOKî

vï«u" È…ËWï«;ñWÖ ÈWA8Wï f t( )= −

= −

=

a r t

t

t

( )
( )
( . )

.
1
1

28 0 905
28 0 09528 v"UO3Wìa v"UO3Wì          Ër  Æ:vM!«œ 0 095.

x 20 4
18.7822.9328

6
15.38

8
12.6

10
10.32

12
8.45f x( )

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/2 ÈñËu!Uz Wì ÊœdJ:O3W§:O3

 v˘U< Wì2000 W! È;dë vïWLÖ…œ vJ:|ñU¶OÖ bïWÑ:uÖ12:u! ÈWë…ËËó:Oî Wë ¨ñUM|œ Ê:uOKî

 v˘U<1959v|«;dJ:O"W! Wë…ñU¶OÖ v8dï Wë bïxîW8 ÊU|«Ë ÊU|«“…ñUÅ Æ…ËW¶:|;ñWÖ…œ

14%«bO:O" ÈWëW8dï Wë …Ë…“:Ëb! W˘U< ËWz v|…ËWïœdJïËË;ñW! Æ†Uë…œœU|“ WïüU<

 W¶:O!…œ60   ÆñUM|œ Ê:uOKî

vï«u" ÈWÅWÖ ÈWA8Wï f t( )= +

=

=

+

a r t

t

t

( )
( )
( . )

.
1

12 1 14
12 1 0 14 v"UO3Wìa ÈWëW|UÙW!12 v"UO3Wì ËrÈWëW|UÙW!

 Æ:vM!«œ
0 14.

x −4−8 0
127.14.21

2
15.6

4
20.27

8
34.23f x( )

 ÈËU~ïWÙ1 ÆX:OM:OÙ…bJ:OÄ Wë…ñU¶OÖ v8dï vï«;ñ:uÖ :u! „W|Wïu/ Wë W<ËuM! „W|WA8Wï

 ÈËU~ïWÙ1 ÆX:OM:OÙ…bJ:OÄ Wë…d~˘WÙñU! v8dï vï«;ñ:uÖ :u! „W|Wïu/ Wë W<ËuM! „W|WA8Wï

 ÈËU~ïWÙ2ÆWA:OJ! WëWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ

Ë sM:|uï…œ WëW¶A8Wë WJ!ñU|œ WïüU8 ËWz
Æ†«Ë;d! «œWïüU8 ËW! WA:OJ! ËU$uÖ vëW|…ËUîWÇ

 ÈËU~ïWÙ3 vïU":uÄ Ë WA:OJ!           v˙:OÙW¶<«;ñxÈ…ËWïœdJïËË;ñ ¸WÖWì vM|;d!d¶ëW| v˘U8 :u!
 vïU":uÄ Wë X:|ËWë…œñ…œ Wë…ËWïœdJïËË;ñ Wì ÆWM:O˙îW‹! WëWA8WïxW¶:|ËWë…œ s|;d!d¶ëW| v˘U8 :u!

 Ê«u:Oï13-12 W¶:O!…œ Wë…ñU¶OÖ v8dï U"«Ë Æ60Wì U"«Ë ¨vM|;dë È«Ëœ Â…œe:O< v˘U<Wì ñUM|œ Ê:uOKî
 v˘U<2013    Æ

 ÈËU~ïWÙ2¨XOM:|uï…œ WëW¶A8 Wë WJ!ñU|œ WïüU8 ËWz
Æ†«Ë;d! «œWïüU8 ËW! WA:OJ! ËU$uÖ vëW|…ËUîWÇ ÊUÅUÄ

y= 60

 UOì«d¶<uz vïUë…;ñËuë W~ïWÙWï È…ñUî˛350 v˘U< Wì Ëu! @ïWÙWï1981W! WïüU< ÈWë…ñUî˛ Ë
 È«;dJ:O"12%¨X:OM:OÙ…bJ:OÄ WïËu!œU|“ ËWz vëW|Wïu/ Wë W<ËuM! vï«u" vëW|WA8Wï Æ†Uë…œ œU|“

È…ñUî˛ Wë ÈW˘U< ËWz vïœdJ|ñU|œ :u! WM:ON§|ñUëW! Ë WA:OJ! WA8Wï ËWz È…ËWïœdJïËË;ñ ÊUÅUÄ
 W¶:O!…œ ÊUëW~ïWÙWï1500 Æ@ïWÙWï

Œdï vM|“W!«œ ñW<Wì ÊœdJ:O3W§:O3
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.4   ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ ÆWA:OJ!  …b§˘ËWÙ

¨†Uë…bîWë         È«;dJO"W! WïüU< ÈWëW8dï Ë …ñUM|œ Ê:uOKî „W| ÈWëW8dï p:OKOJ<ñ:u"Uî
È…ËWïœdJïËË;ñ ÊUÅUÄ ¨X:OM:OÙ…bJ:OÄ WïËu§îWë ËWz vëW|Wïu/ Wë W<ËuM! vï«u" vëW|WA8Wï

 W¶:O!…œ ÈWëW8dï ÈW˘U< ËWz vïœdJ|ñU|œ :u! WA:OJ! WëWA8Wï100    ÆñUM|œ ñ«“WÙ
vJ:O˘:Ë;ñ Wë W|WÙ ÊUëWOOï«u" WA8Wï Wì Ë«dJ|ñU|œ vJ:|ñ:u3

Ë ÊUëWOO"W|üWî:uë Ë ÈñËu!Uz WïœdJ:O3W§:O3 Wì @ïdÖ
Wë W|WïUOOï«u" WA8Wï ËWz g|ËWz  ÆX:OMO!…œ ÊUëWO|«ñ«œ

UL:OÙ     W! Wë              …ñWáOï È…ñUî˛ ÊU|WëWMOâM!
         ÈWëW|UÙW! Ë     „…Ë WO|…ó:|;ñUï vëW|…ñUî˛ X:|dë…œ

 X:|d"Ë…œ v:OÄ ¨X:O!    ÈWëWMOâM! ÈWïUOOï«u" WA8Wï ËWzÊUëWOO¶ÅËd< WOOï«u" WA8WïÈWA8Wï Æ
 ÆW|WÙ vï«u" ÈWA8Wï vïUëW"WHO< ËuîWÙ v¶ÅËd< vï«u"

 …b§˘ËWÙ

   «b|ñUëdO! Wì ÊËu§î«Ë…œñW!

  ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/4

15%

e

e

π

e= 2 718 281 828 459 045 235 360 287 4. ....

 ÆWA:OJ!                  ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñf x ex( )== ++2

f x ex( )= − 3

f x ex( )== ++2
−3 −2 −1 0 1 2 3

2.0
x

2.1 2.4 3 4.7 9.4 22.1

 Ê«u:Oï W¶:|ËWë…œ ÈWëWMOâM! vï«u" vëW|WA8Wï0 Ë1ÈWÅWÖ vëW|WA8Wï WëWA8Wï U|Uz ¨
    øWOOï«u" È…ËWï«;ñWÖ ÊU| WOOï«u"

1

      vï«u" ÈWA8WïÈWÅWÖ ÈœW< È…ó:|;ñ ÆX:OM:|uï…œ U|d¶ëW! p:O˘Wî:uë ÈWÅWÖ
 ø…bïWÇ W˘Wî:uë ËWz

3

 …ñUî˛ ¨X:OM:|uï…œ U|d¶ëW! p:O˘Wî:uë ÈWÅWÖ                         vï«u" ÈWA8Wï25vÇ
 …ñUî˛ øX:OM:|uï…œ2    øX:OM:|uï…œ vÇ

2f x x( )= ×25 2

f x x( )= ×25 2

 ÈËU~ïWÙ3È…ËWïœdJïËË;ñ ¸WÖWì vM|;d!d¶ëW| v˘U8 vïU"Ë:uÄ Ë WA:OJ!          v˙:OÙW¶<«;ñ
 vïU":uÄ Wë X:|ËWë…œñ…œ WëWO|…ËWïœdJïËË;ñ WM:|ËWì ÆWM:O˙îW‹! WëWA8WïxvM|;d!d¶ëW| v˘U8 :u!

 Ê«u:Oï W¶:|ËWë…œ WëWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ ¸WÖWì WëW˙:OÙW¶<«;ñ17 Ë18Wë…d~˘WÙñU! v8dï U"«Ë ¨
 W¶:O!…œ5     ÆvM|;dë È«Ëœ 5î…œ˛WÙ v˘U< Wì ñUM|œ Ê:uOKî

y= 5

Neper

v¶ÅËd< vï«u" ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ vïUA:Oë

 ñUJOÅ

 È…ËWzñW!Wì ¨WJ§¶<Ëñœ WA8Wï ÂWz vïUëW|UÙW! ÈW¶A8
WëWA8Wï ÈUÙW! XOï«u"…œ ÆWO|…ó:|;ñUï vëW|…ñUî˛     …ñUî˛

   Æ…ËW¶|WJ§J|eï „W|…œ :u!
e
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 ÊbïxîW8 v˘U< ÈË…“ ñW< vï«u¶AOï«œ È…ñUî˛2000UÙ…ËñWÙ ¨”Wë ñUOKî       W!
v˘U< Wì ÈË…“ ñW< vï«u¶AOï«œ È…ñUî˛ Æ«dM:O˙îW8          W! WïüU< ÊUOïËu!œU|“ v|«;dJ:O"

2020‘UÄ Wì ¸U< v:OÄW! ÈË…“ ñW< vï«u¶AOï«œ vïËu!œU|“ W<ËuM! „W|WA8Wï ÆWM:O˙îW‹!
 v˘U<2000 ®2000 v˘U< Ω0ÈWëWïbïxîW8 vïœdëœñË«ñW! :u! WM:ON! ÈñUëW! Ë ÆX:OM:|uM! ©

WÖWì †ËuA:OÄ¸  ÆWëWA8Wï vïUM:OÙñUëW! W! œdë †ñUî˛WÙ È…ËWz

  ÊœdJ:O3W§:O3 Ë ÊUM:OÙ«;ñ

789 f x
x

( )=( )1
3f x x( ) ( . )= 1

3 1 3f x x( ) ( . )=10 2 7

101112 f x x( ) ( )= 2 10f x x( )= 0f x x( ) ( . )=1 0 5

1513  d:Oîó! v|«;dJ:O"W! WïüU< ÊUë…d:Oîó! v8dï30%ÈËu"ËWJA:OÄ vJ:|d:Oîó! …ËUë ¨†Uë…bîWë
 W! È;dë2 765 000ËWz v8dï È…ËWz:u! WM:O˙îW‹! W¶fi|u:OÄ ÈWïüU< ËWz È…ñUî˛ ¨ñUM|œ

 Wì …d:Oîó!350 000    øX:O! d¶îWë ñUM|œ

14

 Ë«dëW¶<«;ñUz vïUM:OÙ«;ñ

WOOï ÊUOîUJâOÙ ÊU| ÆWOOï«u" È…ËWï«;ñWÖ ÊU| WOOï«u" ÈWÅWÖ vëW|WA8Wï WëWA8Wï U|Uz WJ§|ñU|œ

456f x
x

( ) .= ( )0 4 3
4

 ÈWï«Ë 683-3

 Ëu"UÙ ñWÖWz ‘UÄ †Uë…œ Zï«“Uè bïWÇ œËËd<5U<¸W! †ËWëWÅUÄ Ëu"UÙ ñWÖWz
    øWï«“ñ…Ë „Wï X:O!WïU~ïUî

 ‘UÄ bïWÇ W¶:O!…œ WëWî˛uÖ ÈUÙW!5U<¸ Æ GC
 Wë…Ë«dï«œ Wî˛uÖ ÈWë10 ÆX:O!…œ ;ñWá:O" ñUM|œ Ê:uOKî

ê
Ü

15

 ÊUëWJïU!Ë«dï«œ vëW|Wî˛uÖ :u! v|WëËuïWÙ ÈUÙW! vïœdëñUî˛WÙ :u! „W|U<U| ÊUëWJïU!
 p:O"Uë                        sM:OÙ…œñUëW!A Ë v|WëuïWÙ ÈWî˛uÖP Ë Ë«dï«œ v"…;ñWM! ÈWî˛uÖr

 Ë W|WïüU< ÈœËu< È«;dJ:O"t Ë ¸U< W! W|…ËUînWì Wë…ñUÄ Wë p:O˘U< Wì WïUë…ËUî È…ñUî˛
Ë«dï«œ ÈWî˛uÖ ñW< vïUï«œ Ë Wë…œËu< vïœdëñUî˛WÙ W"«Ë X:|dë…œñUî˛WÙ †ËWëWÅUÄ

 œËËd< Æ©Ÿœu*«®5È“ñ…Ë v"ËWëWÅUÄ W!       WïüU< ÈœËu< v|«;dJ:O" W! ñUM|œ Ê:uOKî
®4     ÆUï«œ ©p:O˘U< Wì ñU3

A P r
n

nt
= +( )1

5%

6 1.
1 4. %

(10)x

f(x) = 32(0.5)xf(x) = 0.5(1.2)x
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 ÈWï«Ë69 3-3

 ÆWJ!ñUJOÅ WOO˙:OÙ WîW¶fiO< ÂWz

 …Ë«Ëœ :u! 5ï«Ë;ñ

…ËWA:OÄ :u! 5ï«Ë;ñ

Wì X:|ËWë…œ X¶<…œ W! WëW|…u:OÅ vJfiM!dO< ÈWÅ:u~:O<
vëW|WÅ:u~:O< vM"dÖñ…Ë W! ©ô „W|® p:|;ñ vëW|WÅ:u~:O<

…ñU!ËËœ …ñUë ÂWz …Ë ÆÂWëW| ÈWÅ:u~:O< v¶<«;ñ…ËUï Wì p:|;ñ
È…ñUî˛ ÆX:|ËWë…œ X¶<…œ W! „W|WÅ:u~:O< ñWÙWì …ËW¶:O!…œ

   øbïWÇ W¶:O!…œ ÂWºM:OÄ väUï:uè Wì ÊUëWÅ:u~:O<

x y z
x y z
x y z

+ + =

− + =

+ − =−










2
2

2 3 1

16

17
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ÊUëWOOL¶|ñUÖ:uì WA8Wï

 ÊUëW$UîUz

•ÈWA8Wï vïUëU"ËUÙ È…u:OÅ
vL¶|ñUÖ:uì Ë vï«u"

  ÆX:O<Ëuï…œ
•vL¶|ñUÖ:uì ÈWA8Wï

Ë X:O<Ëuï…œ
Ë X:OA:Oë…œ ÈWë…ËWïœdJïËË;ñ

 Æ†Uë…œñUî˛WÙ ÈWëW|UÙW!

 ÈWï«Ë44
vï«u:OÄ :u! ÊUëWL¶|ñUÖ:uì

X:|œñUëW! ËUz vÅd"

 øvÇ:u!

Logarithmic Functions

  ÊUë…Ë«ñ«“
Vocabulary

     r¶|ñUÖ:uìLogarithm
 v|U<Uz vL¶|ñUÖ:uì

Common logarithm
 v¶ÅËd< vL¶|ñUÖ:uì

Natural logarithm
 vL¶|ñUÖ:uì ÈWA8Wï

Logarithmic function

vï«u" ÈWA:OëËUÙvL¶|ñUÖ:uì ÈWA:OëËUÙ

log a xb = b ax =

b b> 0 1, ≠

 W¶:O§! È…ËWz:u! X|Wë…œ …bï…ËWz ËËœ p:|ñUM|œ ñU3bïWÇ8ÈWA:OëËUÙ XOï«u"…œ øñUM|œ
ñWÖWz X|WJ!ñUJOÅ ÈñeÙW! WA:OëËUÙ ÂWz XOï«u¶! W|Wï«ËWì Æ…ñUJîWz vïbï«uï :u! XOM:ON!ñUëW!

 p:|ñUM|œ W¶fi|u:OÄ ¨            †dO!W¶:O!3 È…ËWz:u! X|WJ! …bï…ËWzËËœ ñU38 ÆX:|ËWJ§¶<…œ †ñUM|œ
 W¶:O§! È…ËWz:u! X|Wë…œ …bï…ËWzËËœ p:|ñUM|œ ñU3bïWÇ512…ñUO<dÄ ËWz XOï«u"…œ øñUM|œ

Èñ«œdë vïUM:OÙñUëW! W! ÆX|WJ!ñUJOÅ                ÈWA:OëËUÙ XOï«u¶! ñWÖWz X|WJ!ñUJOÅ
WOO¶|d! Wï«ËWâ:OÄ …ñ«œdë ËWz ÆË«dJ|ñU|œ vJ:Oï«u"W! p:|e:OÙ :u! „W|…ñUî˛ È…ËWïœdë“ñW! ÈWï«ËWâ:OÄ

 Ær¶|ñUÖ:uì vïœdëñUî˛WÙ Wì r¶|ñUÖ:uìÈ©„W|WMOâM!® „W|…ñUî˛ Wë È…e:OÙ ËWz vï«u" Wì WOO¶|d!
   ÆX:|ËWJ¶<…œ †Ë«ñœ ÈUÙW! È…ËWz:u! …ËW¶:|dë…œ“ñW! È:u! Ë«dJ|ñU|œ

 Æ…ËWï«ËWâ:OÄW! Ë XO<ËuM! vL¶|ñUÖ:uì ÈWA:OëËUÙ È…u:OÅW! vï«u" ÈWA:OëËUÙ XOï«u"…œ

1 2 8× =( )x

2 83 =

2 512x =

 ÈWï«Ë 704-3
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 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/1 vL¶|ñUÖ:uì È…u:OÅ :u! vï«u" È…u:OÅWì s|;ñ:uÖ

 ÆW<ËuM! vL¶|ñUÖ:uì È…u:OÅW! vï«u" vëW|WA:OëËUÙ ñWÙ

 Ær¶|ñUÖ:uì ÈWMOâM! W¶:O!…œ vï«u" ÈWMOâM!

 Ær¶|ñUÖ:uì WìWOO¶|d! e:OÙ vï«u"

 W"Uë…œ dH< vï«u"W! dH< WìW~3 „W|…ñUî˛ ñWÙ Èe:OÙ1
 ÆX:O! VìU< r¶|ñUÖ:uì ÊU| Ê«u" W|Wï«ËWì

   ÆX:O! Ë«;ñ:uÖ Ê«u" ÊU| r¶|ñUÖ:uì W|Wï«ËWì

vï«u" ÈWA:OëËUÙvL¶|ñUÖ:uì È…u:OÅ
log

2
64 6= 2 646

=

4 41=

5 10=

5 0 042− = .
3 81x

=

log4 4 1=
log5 1 0=
log .5 0 04 2=−

log3 81=x

GC
Ü
ê
O
g

GC9 812 =Ü33 27=êx x0 1 0= ≠( )

 ÆW<ËuM! vL¶|ñUÖ:uì È…u:OÅW! WëWOOï«u" WA:OëËUÙ  …b§˘ËWÙ

 ÈWï«Ë71 4-3

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/2vï«u" È…u:OÅ :u! vL¶|ñUÖ:uì È…u:OÅWì s|;ñ:uÖ

 ÆW<ËuM! vï«u" È…u:OÅW! ÊUëWOOL¶|ñUÖ:uì WA:OëËUÙ  …b§˘ËWÙ

 ÆW<ËuM! vï«u" È…u:OÅW! ÊUëWOOL¶|ñUÖ:uì ÈWA:OëËUÙ

 ÆÊ«u" ÈWMOâM! W¶:O!…œ r¶|ñUÖ:uì ÈWMOâM!
 Æe:OÙ vï«u" Wì WOO¶|d! r¶|ñUÖ:uì

 ÆX:O! VìU< r¶|ñUÖ:uì vîU$Wz W|Wï«ËWì

  vL¶|ñUÖ:uì ÈWA:OëËUÙvï«u" È…u:OÅ
10 1002= log10 100 2=

log7 49 2=
log .8 0 125 1=−

log5 5 1=
log

12
1 0=

7 492=

8 0 1251− = .
5 51=

12 10=

GC
Ü
ê
O
g

W|Wï«ËWì Æs|WJ§:O3W§:O3 ÊUëWL¶|ñUÖ:uì Wì e:OÙ vïUëW|U<U| 5ï«u"…œ W"«ËWë ¨Wï«u" r¶|ñUÖ:uì
 ÆX:O!«œ Wïu/ «ËœWì †WïU"WHO< ËWz v$ñW<

GClog10 10 1=Ülog12 144 2=êlog1
2

8 3= −

r¶|ñUÖ:uì v"WHO< p:|bïWÙr

 vL¶|ñUÖ:uìb ÈWMOâM!W!b

 vL¶|ñUÖ:uì1

logb b=1

logb 1 0=

b b1 =

b0 1=

log10 10 1=
10 101 =

log10 1 0=
10 10 =

b Æ         Ë          Ë X:O! „W|WMOâM! ñWÙb> 0b≠1
vL¶|ñUÖ:uì È…u:OÅ vï«u" È…u:OÅ Wïu/

 v|U<Uz vL¶|ñUÖ:uì WMOâM! vL¶|ñUÖ:uì10«ËWz X:O!«dëWM|ñU|œ r¶|ñUÖ:uì ÈWMOâM! ñWÖWz Æ
10 ∫WïËu/ ÆW|log log5 510=
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 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/3ÈñeÙW! r¶|ñUÖ:uì ÈUÙW! vïœdëñUî˛WÙ

GCÜ

 ÆWJ!ñUî˛WÙ Wë…;d! ÈUÙW! ÈñeÙW!  …b§˘ËWÙ

 ÆWJ!ñUî˛WÙ ÈñeÙ W! ÊUëW|UÙW!

log

log

?
1000

10 1000
10 1000

1000 3
3
=

=

=

log

log

?
4

1

4

1
4
1
4
1
4

1
4

4
4

1

=

=

= −

−

GCÜ log .0 00001log .25 0 04

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/4vL¶|ñUÖ:uì ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ vïUA:OëWM:|Ë

«ËWz ¨…ËWï«ËWâ:OÄ W! Ë vL¶|ñUÖ:uì È…u:OÅ :u! s|;ñ:u~! vï«u" È…u:OÅ vMO<Ëuï 5ï«u"…œ È…ËWzñW!Wì
 «b|WÄ :vì È         v:|uï vëW|WA8Wï           vï«u" vëW|WA8Wï ËuîWÙ

 X:|d"Ë…œ v:OÄ Ë X:|d<Ëuï…œ vL¶|ñUÖ:uì È…u:OÅW! Wë X:O!…œ ÈWA8Wï

Wï«ËWâ:OÄ vL¶|ñUÖ:uì Èñ«u!                       «ËWz ¨                 ñWÖWz Æ
      ÈWA8Wï È«œËWî Ë         ÈWA8Wï È«œËWî Wì WOO¶|d!         ÈWA8Wï

 È…ËWïœdJïËË;ñ ñW§î«ñW! ÈWM:|Ë Wì Æ         ÈWA8Wï Èñ«u! WìWO¶|d!
 Wï«ËWâ:OÄ vL¶|ñUÖ:uì ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ Ë                 ÈWA8Wï

vï«u" ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ ËËœ Wë …b§$ñW< ÆX:|ËWë…œñ…œ           v˙:OÙW¶<«;ñ Ë
  ÆWëW˙:OÙW¶<«;ñ v:OÄW! s:O3ËUÙ Wï«ËWâ:OÄ  vL¶|ñUÖ:uì ÈWA8Wï Ë

g x xb( ) log=

y x=
f x x( )= 2

g x x( ) log= 2

f x( )

f x( )
f x( )

g x( )

g x( )g x( )
f x bx( )=

 ÈË«;ñ:uÖ vïUë…Ë«ñœ UÙW!xÈ…ËWïœdJïËË;ñ ÊUÅUÄ ¨WM:ON!ñUëW! WëWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ vïUA:Oë :u!

 ÆWJ§|ñU|œ WëWOOL¶|ñUÖ:uì WA8Wï È«œËWî Ë ñ«u! WA:OJ! Wï«ËWâ:OÄ vL¶|ñUÖ:uì ÈWA8Wï

CGx f x x==−− −− ==2, 1,0,1,2 ( ) 3ÊÊ;

0
1

1
3

2
9

x −2
1
9f x x( )==3 1

3

−1

1
0

3
1

9
2x −2

1
9g x x( )== log3

1
3
−1

 vïUM:OÙñUëW! W!                ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ
  ÆWA:OJ! ÊUëW|UÙW! ÈW¶A8

 Æ     ÈWëW|«œËWî Ë                 WìWOO¶|d!    vL¶|ñUÖ:uì ÈWA8Wï Èñ«u!

 vL¶|ñUÖ:uì ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ È…ËWz:u!
 XOA:OJ!x…Ë…ñW< ÈW¶A8Wì          Ë

 ÆWJ! :vë;ñ:u~:O3

f x x( )= 3

f x( ) g x x( ) log= 3

gx x| > 0{ } R

 ÈWï«Ë 724-3
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¨                    ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ vïUA:Oë:u! WM:ON!ñUëW!                                 vïUëW|UÙW!
WA8Wï È«œËWî Ë ñ«u! ¨WA:OJ! Wï«ËWâ:OÄ vL¶|ñUÖ:uì ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ ÊUÅUÄ

 ÆWJ!ñU|œ WëWOOL¶|ñUÖ:uì

 …b§˘ËWÙ

x f x x==−− ==00..3,0,1,4,7 ( ) 8ÊÊ;

1
0.812

4

0.4

7

0.2
x − 3

g x x( )== log
0.8

0

1
0.812

4
0.4

7
0.2

x − 3 0

x = − −2 1 1 2 3, , , ,f x
x

( )= ( )3
4

Ü
 vïUM:OÙñUëW! W!                    ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ

     ÆWA:OJ! ÊUëUÙW! ÈW¶A8

vL¶|ñUÖ:uì ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ È…ËWz:u!
 ¨XOA:OJ!x…Ë…ñW< ÈW¶A8Wì          Ë

  ÆWJ! :vë;ñ:u~:O3

 Æ     ÈWëW|«œËWî Ë                  Wì WOO¶|d!         vL¶|ñUÖ:uì ÈWA8Wï Èñ«u!

f x( ) g x x( ) log .= 0 8

g x( )x x| > 0{ } R

 ÈWï«Ë73 4-3

v¶ÅËd< vL¶|ñUÖ:uì Æ     WMOâM! W! r¶|ñUÖ:uì WìWOO¶|d!
 WL¶|ñUÖ:uì ËWz ÆXOM:OÙ…œñUëW! v¶ÅËd< vL¶|ñUÖ:uì :u!     ÈUL:OÙ

 vïUëWL¶|ñUÖ:uì Ë ©v|…œ® v|U<Uz vL¶|ñUÖ:uì vïUëW"WHO< ÊUîWÙ
 ÆW|WÙ ÈWJ|œ

v¶ÅËd< vL¶|ñUÖ:uì ÈWA8Wï ÈWA8Wï WìWOO¶|d!
 ÈWA8Wï WìWO¶|d! ÆWOO¶ÅËd< vï«u" ÈWA8Wï ñW§î«ñW! vL¶|ñUÖ:uì

 WOO¶<«;ñ …ñUî˛ ÈW˘Wî:uë ÈWë…ñ«u! Æ    WMOâM! W! vL¶|ñUÖ:uì
 WïUëWOO¶<«;ñ …ñUî˛ ËuîWÙ ÈW˘Wî:uë ÈWëW|«œËWî Ë WïUëW!W3uî

   ÆX:|ËWë…œñ…œ «œñW§î«ñW! Wì vÅWë…ËWïœdJïËË;ñ

f x x( ) ln=

e

e

ln

(0.8)x
f(x) = (0.8)x

f(x) = (0.8)x
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 ÆW<ËuM! …u:OÅ s|d"…œU<W! Wë…;d!  …b§˘ËWÙ

100 000 ‘UÄ ñUM|œ8†ËWëWÅUÄ vî«Ë…œñW! v!Ufi4Wì …ñUÄ …;d! ËWz ñWÖWz ¨bïWÇ W¶:O!…œ ¸U<
    øX:O!           ÈWë…ó:|;ñ WïüU< ÈœËu< W! ¨«dï«œ

 …b§˘ËWÙ

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/5ÊUëWOO¶ÅËd< WL¶|ñUÖ:uì Ë vï«u" …;d! vïœdë…œU<

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/6«b|œñËu!UzWì ÊœdJ:O3W§:O3

  ÆX:O!…œ Â«Ë…œñW! †ËWëWÅUÄ p:O"Uë               W¶:O!…œ WëW|U<U| ÆW¶:|ËUz ÈœËu< :u! …ËWï«;ñWÖW!

ln .e3 2lnex y+4 GCe x2ln Üê

 È…ËUî :u! ñUM|œ Ê:uOKî „W|10ÈWëWïüU< È…ó:|;ñ p:|œËu<W! ¸U<

Â«Ë…œñW! »Ufi4 È…u:OÅW! WëWïœdJ"ËWëWÅUÄ Wë ¨«dï«œ Ëu!

 ‘UÄ WëW!Ufi4 ÆX:O!10   øbïWÇ W¶:O!…œ ¸U<

A pe
A e
A

rt=

=

≈

×1000 000
1 648 720

0 05 10Ê Ê
Ê Ê

.

A pert=

5%

 WëW|U<U|

:vM!«œ v"UO3Wì

 WM:ON!ñUëW! d:Oîó!

 ‘UÄ WëW!Ufi410 W¶:O!…œ v|WJ|eïW! Ë ¸U<1 648 720  ÆñUM|œ

3 5. %

  «b|ñUëdO! Wì ÊËu§î«Ë…œñW!

   ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

1 ÆX|Wë…œñUî˛WÙ                  Ë                     Ê:uÇ …ËWJ§OïËË;ñ ¨                             XOï«“ ñWÖWz

2 ÆWJ! v|U<Uz vL¶|ñUÖ:uì ÈWA8Wï Ë v¶ÅËd< vL¶|ñUÖ:uì ÈWA8Wï Ê«u:Oï È“«ËUO3

3ËuîWÙ È…ËWïœdJïËË;ñ ¨WJ! ÂU$Wzñ…œ WîWz ø…bïWÇ          Wì vL¶|ñUÖ:uì ÈWA8Wï ÈUÙW!
 øWJ§|ñU|œ W˘U8 ËWz ¨†«Ë;ñ…œ «œË«dJ|ñU|œ vJ:O˘U8W! ÊUëWOO¶|ñUÖ:uì WA8Wï

log .10 5 0 6990=log .10 0 005log10 500

x =1

 ÈWï«Ë 744-3

 ÆW<ËuM! …u:OÅ s|d"…œU<W! Wë…;d!

CGlne t−2

lne tt− = −2 2

e xln( )−1

e xxln( )−
= −

1 1

Üe x5ln

e xex x5 55ln ln= =

ê
ñUJOÅ
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;

 ÆW<ËuM! vL¶|ñUÖ:uì È…u:OÅW! WëWOOï«u" WA:OëËUÙ

 Ë«dëW¶<«;ñUz vïUM:OÙ«;ñ

4567 2 4 10. =4 81 5. =3 243x = 10 0 012− = .

 ÆW<ËuM! vï«u" È…u:OÅW! WëWOOL¶|ñUÖ:uì WA:OëËUÙ

891011 log .4 0 0625 2= −log ( )x − =16 3log6 3x = log ..0 9 0 81 2=

ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ ÊUÅUÄ ¨WA:OJ! ÊUë…Ë«ñœ UÙW! vïUM:OÙñUëW! W! WëWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ

 ÆWJ§|ñU|œ WëWOOL¶|ñUÖ:uì WA8Wï È«œËWî Ë ñ«u! ÆWA:OJ! Wï«ËWâ:OÄ vL¶|ñUÖ:uì

1213 x = − −2 1 0 1 1 5, , , , . f x x( )= 5;x = − −2 1 0 1 2, , , , f x x( )= 5

 ÆW<ËuM! vL¶|ñUÖ:uì È…u:OÅW! vï«u" ÈWA:OëËUÙ

14151617 x2 5 32. =6 216x =4 0 251− = . 1 2 10. =

 ÆW<ËuM! vï«u" È…u:OÅW! vL¶|ñUÖ:uì ÈWA:OëËUÙ

18192021 log5 625 4=log2 6x =logπ π =1 log .4 5 1 0=

 ÊœdJ:O3W§:O3 Ë ÊUM:OÙ«;ñ

;

WA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ ÊUÅUÄ ¨WA:OJ! ÊUë…Ë«ñœ UÙW! vïUM:OÙñUëW! W! WëWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ

 ÆWJ§|ñU|œ WëWOOL¶|ñUÖ:uì WA8Wï È«œËWî Ë ñ«u! WA:OJ! WëWï«ËWâ:OÄ WOOL¶|ñUÖ:uì

2223 x = − −2 1 0 1 2 3, , , , , f x
x

( )= ( )4
5;x = − −2 1 0 1 2 3, , , , , f x

x
( )= ( )4

3

 ÈWï«Ë75 4-3

 ÊbïxîW8 vïbïxîW8 :u! WM:ON!ñUëW!log200 Ëlog2000  Æ 24

 ø                vL¶|ñUÖ:uì È…u:OÅ WìWOO¶|d! WïUîWì ÂUë 25

log7 2 128=

log2 128 7=log2 7 128=

log7 128 2=
CG

O
ê

Ü

2 1287 =

3

log2    0.30.
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 …Ë«Ëœ :u! 5ï«Ë;ñ

…ËWA:OÄ :u! 5ï«Ë;ñ

2 3
1 4−








 ø…Ë…“:Ëb!                    È…Ë«dëe|;ñ È…Ë«;ñW~˘WÙ

∫…ËW˘:uJ! v:Oì X<«;ñ :u! …ËWÄWÇ Wì …b! Wï«ñUî˛ ËWz v$ñW<

 …ñUî˛Wì ÊœdJ:Oá¶<…œW! X<«;ñ Èô:u! d" vëW|…ñUî˛ :u! XOÇ…œ „W|…ñUî˛Wì Ê:uÇ2ø
 …ñUî˛ È«Ëœ È…ñUî˛21      ø…bïWÇ

1 1 2 3 5 8 13 21, , , , , , , ,...

7 3. %

 ÈWï«Ë 764-3

26

27 øWOOÇ X:O!            ÈWë…ó:|;ñ p:|œËu<W! Ë«ñœd:Oá< ÈWî˛uÖ ÈWÅWÖ ÈWJì:uëËUÙ

28
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vÅW!44
  ÊUëWï«Ë

.1WëW| È«ËœW§ëW|

 ÊUëWO|…ñUî˛

.2WëW| È«ËœW§ëW|

 ÊUëWO|…“«bïWz

 ÊUëWëW| È«ËœW§ëW|

Sequences

vÅW!477
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 W! v:|uï vJ:OKO§î:u":uz Ê«Ë˛17 750 000v8dï †Wî«ñ…œ v3U! v"W|«ñW!…u:|;ñW! ¨È;dë ñUM|œ
  ∫X:OM:O˙îW8…œ W|…u:OÅ ÂW! ¸U< È«Ëœ ¸U< ÈWëWKO§î:u":uz

 Wï«ñUî˛ ËWì „W|…ñUî˛ ñWÙ ¨sM:OÙ…bJ:OÄ „W| È«œËW§ëW| Wï«ñUî˛ ËWz WëW|…œ«;ñvïUë…œ«;ñ Wì
v:OÄ Ë X:O!WÙ È…œ«;ñ Ë«dëWM|ñU|œ vëW|…ñUî˛ WëWëW| È«ËœW§ëW| W|Wï«ËWì ¨WëWëW| È«ËœW§ëW|

 X:|d"Ë…œ¨Ëu"UÙWï«Ëœ vëW| È«ËœW§ëW|ÂWì ¨X:O!WÙ È…œ«;ñ Ë«dJ|ñU|œ vëW|…ñUî˛ W|Wï«ËWì ÊU|
 X:|d"Ë…bO:OÄ «œ…ñU!Ëu"UÙ«Ëœ vëW| È«ËœW§ëW|È«ËœW§ëW| XOï«u"…œ ÆËuA:OÄ vëW| È«ËœW§ëW| „…Ë

ÈWëW|«œËWî Ë X:|bJ:OÄ ÊUëW!W3uî …Ë«ËW" …ñUî˛ Wì ÈWë…ñ«u! ¨X|WJ! d|W< „W|WA8Wï „…Ë „W|
  ÆsM:OÙ…bJ:OÄ vïUë…œ«;ñ Wë W|Wï«ñUî˛ ËWz ÈW˘Wî:uë

 ÈWA8Wï vMO<Ëuï v"UO3Wì ÊWë…œñUë ÈñUëdO! Èñ«u!Wì ÈWï«ËWza(n)È«ËœW§ëW| vïUë…œ«;ñ :u!
 È…ñUî˛W! sM:OÙ…œñUëW!     ¨„W|nÈ…œ«;ñ Ë     Wì WOO¶|d! ÂWëW| È…œ«;ñ      È…œ«;ñ ÈWïU8 X:|d"Ë…œ

 ÈWëWïU8 È…œ«;ñ ËWz ÂüW! Æ Æ Æ      WìWO¶|d! Â…ËËœn X:|d"Ë…œ v:OÄ Ë      WìWO¶|d! W‡vïuï È…œ«;ñ

n    ÆWëWëW| È«ËœW§ëW| È
…ËW! ÂWëW| Èñ:u3 vëW| È«ËœW§ëW| ¨W|WÙ ÊUOO"W§|U" v~ïdÖ W|WÙ „W| È«ËœW§ëW| ñ:u3 ËËœ

X:|d"Ë…bO:OÄ Ë …;ñ:uÖWï vëW|UÙW! È:u8 g:OÄ ÈWë…œ«;ñ Ë „W|…œ«;ñ ñWÙ È“«ËUO3 Wë …ËW¶:|d<Uï…œ
ñWÙ È…ó:|;ñ Wë …ËW¶:|d<Uï…œ …ËW! Â…ËËœ Èñ:u3 vëW| È«ËœW§ëW| ÂüW! Æv|…ñUî˛ vëW| È«ËœW§ëW|

ÂWì v|…“«bïWz vëW| È«ËœW§ëW| X:|d"Ë…bO:OÄ Ë …;ñ:uÖWï vëW|UÙW! È:u8 g:OÄ ÈWë…œ«;ñ :u! „W|…œ«;ñ
ÆXO!…œd:Oã v|…“«bïWz vëW| È«ËœW§ëW| Ëu"UÙ«œ ÈWï«Ë Wì Ë v|…ñUî˛ vëW| È«ËœW§ëW| «œW|Wï«Ë

ÊUë…œ«;ñ Ê«u:Oï È“«ËUO3 ¨…Ëu"UÙ «œWëWï«Ë ÈU"…ñW<Wì ÈWëW| È«ËœW§ëW| ËWz:u! …ËW¶O:|;ñW~! ñWÖWz
 ∫Wì WOO¶|d!

 ÆWO|…ñUî˛ WëWëW| È«ËœW§ëW| X:|ËWë…œñ…œ ‘WîW!
 X:|d"Ë…œ v:OÄ WëWëW| È«ËœW§ëW| vïUë…œ«;ñ Ê«u:Oï vïUëWO|“«ËUO3 È;ñ:uÖWï ÈUÙW!WMOâM!

Common difference® W"Uë…œ ËËœd!«;ñ ÈWëWëW| È«ËœW§ëW| ÈWMOâM!1 500 000 ©

ÊUëWO|…ñUî˛ WëW| È«ËœW§ëW|

 ÊUëW$UîUz

•Wì Ë«dë«Ë«œ È…œ«;ñ
v|…ñUî˛ vJ:OëW| È«ËœW§ëW|

 Æ…ËW¶:|“:Ëœ…œ
•ÊUëW˘Wî:uë WÅW! vîW3ñW<

vëW| È«ËœW§ëW| :u!
   Æ…ËW¶:|“:Ëœ…œ v|…ñUî˛

   ÈWï«Ë11
vïœdJ¶<Ëñœ :u! ÊUëWëW| È«ËœW§ëW|

v¶<W!Wî W! s:|œñUëW! ÊUëWïËu/

„…Ë vïUëWO¶ÅËd< …œñU|œ Wì …ËWMO˘:uJ:Oì

W! ÊUëWJA:|ËñWë ÈW˘Wî:uë È…ñUî˛ vï«;ñ:uÖ

 Æ†Uë vïËu!;ñWá:O"

 øvÇ:u!

Arithmetic Sequences

  ÊUë…Ë«ñ«“
Vocabulary
 „W| È«ËœW§ëW|

Sequence

 „W| È«ËœW§ëW| È…œ«;ñ
Term of a sequence

 Ëu"UÙWï«Ëœ vëW| È«ËœW§ëW|
Infinite sequence

 Ëu"UÙ«Ëœ vëW| È«ËœWOëW|
Finite sequence

 v|…ñUî˛ vëW| È«ËœW§ëW|
Arithmetic sequence

 ¸U<

 Œdï

1234
17 7500001625000014 75000013250000

 …œ«;ñ

 UÙW!

a1a2a3a4

17 7500001625000014 75000013250000

anan
an

a1
a2

−−1500000 −−1500000 −−1500000
 ÈWï«Ë 781-4

16 250 000 - 17 750 000 = - 1 500 000
14 750 000 - 16 250 000 = - 1 500 000
13 250 000 - 14 750 000 = - 1 500 000
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È…œ«;ñ È«Ëœ È…œ«;ñ Ë WMOâM! ¨WO|…ñUî˛ ñWÖWz ¨Uï ÊU| WO|…ñUî˛ WëWëW| È«ËœW§ëW| U|Uz WJ§|ñU|œ

 Æ…Ë…“:Ëb! Ë«ñœ v|U":uë

ÊUëWO|…ñUî˛ WëW| È«ËœW§ëW| È…ËWïœdëUO3

 W"Uë…œ ÈWëWMOâM! ¨WO|…ñUî˛ WëWëW| È«ËœW§ëW|5È«Ëœ È…œ«;ñ ¨
 Æ                    Wì WOO¶|d! Ë«ñœ v|U":uë È…œ«;ñ

ÈWë…œ«;ñ ¸WÖWì ÊUë…œ«;ñ Ê«u:Oï È“«ËUO3 WJïuÇ ¨WOOï v|…ñUî˛ WëWëW| È«œËW§ëW|
 ÆWOOï ;ñ:uÖWï È:u8 g:OÄ

È«Ëœ È…œ«;ñ ËWz Ë WëWMOâM! WO|…ñUî˛ ñWÖWz ¨Uï ÊU| WO|…ñUî˛ WëWëW| È«ËœW§ëW| U|Uz WJ§|ñU|œ

 Æ…Ë…“:Ëb! Ë«ñœ v|U":uë È…œ«;ñ

 ÊUë…œ«;ñ12 1772-3
 ÊUëWO|“«ËUO35555

22 17 5= +

 ÊUë…œ«;ñ−40−24−12− 4
 ÊUëWO|“«ËUO3−20−16−12−8
−60

Ü GC

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/1

v|…ñUî˛ vJ:OëW| È«ËœW! „W| vïuï È…œ«;ñ vïœdëñUî˛WÙ    W‡‡‡‡ïu‡‡‡/2

 …b§˘ËWÙ

GC

Ü

„W|…œ«;ñ ñWÙ ÆWMJAá! ñW§î«ñW! ÈW¶A8 È“«u:OÅ
bïWÇWì p:OëW| Ë ÂWëW| È…œ«;ñ vîW3ñW< W"Uë…œ

 ÆWëWMOâM! vïUë…ñU3
WMOâM! ´ ÂWëW| È…œ«;ñ Ω Â…ËËœ È…œ«;ñ

 ´ ÂWëW| È…œ«;ñ Ω ÂWO:O< È…œ«;ñ2Ë WMOâM! ™
  Æ Æ Æ UÙ…ËñWÙ

   ∫W|U<U| ÂW! X|WJ! …“«u:OÅ ÂWz vïbïU¶AÖ XOï«u"…œ

¸U< È«Ëœ ¸U< WëWKO§î:u":uz ÈUÙW!

n an

a
1

16 750 000 1500 0000= + −× ( )

a
2

16 750 000 1500 0001= + −× ( )

a
3

16 750 000 1500 0002= + −× ( )

a
4

16 750 000 1500 0003= + −× ( )

a
5

16 750000 1500 0004= + −× ( )

1

2

3

4

5

  v|…ñUî˛ vëW| È«ËœW§ëW| v¶AÖ ÈU<U|

vïuï È…œ«;ñX:|dë…œñUî˛WÙ W|U<U| ÂW! v|…ñUî˛ vJ:OëW| È«ËœW§ëW|

  ÆX:O! ÈWëWMOâM!     Ë ÂWëW| È…œ«;ñ      p:O"Uë
a a n dn = + −1 1( )

a1d

 Æ…Ë…“:Ëb!                          v|…ñUî˛ vëW| È«ËœW§ëW| vîW|…œ È…œ«;ñ

 ÈËU~ïWÙ1 Æ                            …Ë…“:Ëb! WëWëW| È«ËœW§ëW| ÈWMOâM!
 ÈËU~ïWÙ2   ÆWJ!ñUî˛WÙ WëW|U<U| vïUM:OÙñUëW! W! ÂW|…œ È…œ«;ñ

d = − = −25 32 7

–3, 2, 7, 12, 17, ....

–4, –12, –24, –40, –60, ...

32, 25, 18, 11, 4, ...

1.9, 1.2, 0.5, –0.2, –0.9, ...,   ,    ,    ,    , ...11
3

11
4

11
5

11
6

11
2

 ÈWï«Ë79 1-4

7

7

7

7

7
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 …b§˘ËWÙ

 …b§˘ËWÙ

a na dn = + −1 1( )
a10 32 10 1 7= + − −( )( )

= −31
:vM!«œ v"UO3Wì

WJ!…œU<

an 32 25 18 11 4 −3 −10 −17 −24 −31
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

 Æ…Ë…“:Ëb! WïUO|…ñUî˛ WëW| È«ËœW§ëW| ÂWì „W|ñWÙ vîWÙ…eïU| È…œ«;ñ

Ü GC

 U<U|

:vM!«œ v"UO3Wì
WJ!…œU<

 Æ…Ë…“:Ëb!                      v|…ñUî˛ vëW| È«ËœW§ëW| vïUë…ñU|œUï …œ«;ñ

 ÈËU~ïWÙ1   Æ…Ë…“:Ëb! WMOâM!

              Ë             XOï«“ ñWÖWz ¨…Ë…“:Ëb! „WO|…ñUî˛ WëW| È«ËœW§ëW| vîWÅWÅ È…œ«;ñ

 ÈËU~ïWÙ1     Æ…Ë…“:Ëb! WMOâM!

 ÈËU~ïWÙ2 Æ…Ë…“:Ëb!             Ë              vïUM:OÙñUëW! W! ÊUë…ñU|œUï …œ«;ñ

ÊUë…ñU|œUï …œ«;ñ È…ËWM|“:Ëœ

 Æ…Ë…“:Ëb!                   v|…ñUî˛ vëW| È«ËœW§ëW| vïUë…ñU|œUï …œ«;ñå

ËËœ vMOï«“ «ËWz ¨sïUfiëW| È:u8 g:OÄ ÈWë…œ«;ñ Ë „W|…œ«;ñ ñWÙ Ê«u:Oï vïUëWO|“«ËUO3 È…ËWzñW!Wì
 ÆWMOâM! È…ËWM|“:Ëœ :u! W<W! …œ«;ñ

a a n dn = + −1 1( )
− = + −17 11 5 1( )d
− =7 d

a4 11 1 74 10= + − − = −( )( )
a3 11 1 73 3= + − − = −( )( )
a2 11 1 72 4= + − − =( )( )

   W‡‡‡‡ïu‡‡‡/3

 vïuï È…œ«;ñ È…ËWM|“:Ëœn vïUë…œ«;ñWì ËËœ vMOï«“W! v|…ñUî˛ vJ:OëW| È«ËœW§ëW| È    W‡‡‡‡ïu‡‡‡/4
a9 120==a14 195==

a a n dn = + −1 1( )
a a ad d14 1 114 1 13= + − = +( )
a a d a d9 1 19 1 8= + − = +( )

195 120 5− = d
15= d

a a d14 9 5− =

  Æv¶AÖ ÈU<U|

 ÆU<U|

   ÆU<U|
 ÆWJ!ñ…b:Oì

 Æ:vM!«œ v"UO3Wì

 ÆWJ!ñUJOÅ

 U<U|

Æ        W"Uë…œ WëW| È«ËœW§ëW| ÂWz vîW|…œ È…œ«;ñ
 WJ! Ê«œU<UÄ   ÆWJ!Ë«ËW" WëW| È«ËœW§ëW| ÂWz

−31

a1 11=d = −7

–3, –5, –7, –9, ...9.2, 9.15, 9.1, 9.05, ...

 ÈWï«Ë 801-4

11,    ,    ,    , –17

2,    ,    ,    , 0
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 …b§˘ËWÙ

 Ë Ë

 ÈËU~ïWÙ2 Æ…Ë…“:Ëb!

 ÈËU~ïWÙ3 Æ…Ë…“:Ëb!      ÂWÅWÅ È…œ«;ñ

 Æ      W"Uë…œ WëW| È«ËœW! „W| ÂWì ÂWÅWÅ È…œ«;ñ

vJ:OëW| È«ËœW§ëW| v|U"…ñW< vëW|…œ«;ñ bïWÇ vîW3ñW< W! v¶fi|u:OÄ p:|ñUO<dÄ ÈñUJOÅ ñU3ñ:Ë“
…œ«;ñ vîW3ñW< ñWÖWz ÆX:O!…œ ÂWëW| È…œ«;ñ …œ vîW3ñW< W! Xfi|u:OÄ Wïu/ :u! ¨X:O!…œ v|…ñUî˛

 WKÄ U"WÙ XïUëWîWëW|n   ∫U"«Ë œdëUL:OÙ       W!

 «ËWz

 ÈËU~ïWÙ1 Æ…Ë…“:Ëb! WMOâM!
 ÈËU~ïWÙ1  Æ…Ë…“:Ëb!        Ë      È…œ«;ñ ËËœ

 v|…ñUî˛ vJ:OëW| È«ËœW§ëW| vÅW! vîW3ñW< È…ËWM|“:Ëœ    W‡‡‡‡ïu‡‡‡/5
   Æ…Ë…“:Ëb! WïUO|…ñUî˛ WëW| È«ËœW§ëW| ËWì „W|ñWÙWì Ë«dë«Ë«œ vîW3ñW<

a1
a a n dn = + −1 1( )

120 9 1 151= + −a ( )( )
120 1201= +a

0 1= a

a a n dn = + −1 1( )
a6 0 1 156= + −( )
= 75

75

 ÆU<U|

 ÆWJ!…œU<
 Æ:vM!«œ v"UO3Wì

 ÆWJ!ñUJOÅ

 ÆU<U|

 Æ:vM!«œ v"UO3Wì
 ÆWJ!…œU<

a6

 ÆXOï«“ ñWÖWz ¨…Ë…“:Ëb! WïUO|…ñUî˛ WëW| È«ËœW§ëW| ÂWì „W| ñWÙ vîWÙ…eïU| È…œ«;ñ

Ü GC

Ü GC

a3 20 5= .a8 13= a3 121= − a2 133= −

Sn
S a a a an n n= + + + +

−1 2 1...

S nn
a an=







+1
2

v|…ñUî˛ vJ:OëW| È«ËœW§ëW| vïUëWîWëW| …œ«;ñ vîW3ñW<

 WÅË W! …ñUî˛ W! d!W3 W!

vïUëWîWëW| …œ«;ñ vîW3ñW<
v|…ñUî˛ vJ:OëW| È«œËW§ëW|
vï«bJ:Oì vîU$Wz WìWOO¶|d!

ÈW¶<«;ñ…ËUïWì Wï«œ«;ñ ËWz È…ñUî˛
 Æ…œ«;ñ «Ëœ Ë ÂWëW| È…œ«;ñ

 ÂW3ñW<

 WìWOO¶|d! Ë WïUë…œ«;ñ È…ñUî˛     p:O"Uë
 ÆW|…œ«;ñ «Ëœ      Ë WîWëW| È…œ«;ñ S5 5 5 6 302 10

2= = =+( ) ( )

S nn
a an=
+





1
2 2 4 6 8 10+ + + +

na1
an

S15S12

d = − = −12 25 13

a nn = +3 4
a1a12

a1 3 4 1 7== ++ ×× ==

a12 3 4 12 51== ++ ×× ==

vëW| È«ËœW§ëW| :u!vïuï È…œ«;ñ p:OëW| È«ËœW§ëW| :u!
25, 12, (–1), (–14), ... 
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a15 25 15 1 13
157

== ++ −− −−

== −−

( )( )

 ÈËU~ïWÙ3  Æ…Ë…“:Ëb!        È…œ«;ñ

S n a a
15

1 15
2

25 157
2

132
2

15

15 99

== (( ))
== (( ))
== (( )) == −−

++

++ −−

−−

( )

00

S n a a
12

1 12
2

7 51
212

348

== (( ))
== (( ))
==

++

++
S15

 Æ…Ë…“:Ëb! WïUO|…ñUî˛ WëW| È«ËœW§ëW| ËWì „W|ñWÙWì Ë«dë«Ë«œ vîW3ñW<

 vëW| È«ËœW§ëW| :u! vïuï È…œ«;ñ p:OëW| È«ËœW§ëW| :u!
 ÆX:O!

Ü

Ü

GC

GC

S5 S16

 …b§˘ËWÙ

 …b§˘ËWÙ

a nn == −−50 20

¨ÊUëWOOïUNO3 :uïUÅWì p:OëW| v¶<«;ñ…ËUï v˘U!Wì

 vïUëWOO<ñuë È…ñUî˛14„W| ¨vîWëW| Èe|;ñ

 ÆsM:OÙ…bJ:OÄ v|…ñUî˛ vJ:OëW| È«ËœW!

ÊUëW|:uïUÅ Wì ÊœdJ:O3W§:O3

 Èe|;ñ vïUëWOO<ñuë È…ñUî˛14 ø…bïWÇ

„W| d" vJ:|e|;ñ :u! p:|e|;ñWì ÊUëWOO<ñuë È…ñUî˛ Wë WJ§OMO§:O"
 ÆWM:ON!ñUëW!          Ë              Ë W<ËuM! WëW|U<U| ¨†Uë…œ œU|“

 vïUëWOO<ñuë È…ñUî˛14  ø…bïWÇ ÂWëW| Èe|;ñ

vïUëWîWëW| …œ«;ñ vîW3ñW< ÈU<U| vïUM:OÙñUëW! W! …Ë…“:Ëb!
  v|…ñUî˛ vëW| È«ËœW§ëW|

d =1 a1 11=

a a n dn = + −1 1( )
a14 11 114 1= + −( )( )

= +11 13
= 24

W<ËuM! vïuï È…œ«;ñ ÈU<U|

 U<U|

:vM!«œ v"UO3Wì

:vM!«œ v"UO3Wì

 WJ!…œU<

 WJ!…œU<

S14

S nn
a an= ( )+1

2

S14 14 11 24
2= ( )+

= ( )=14 24535
2

 Èe|;ñ1

 Èe|;ñ2

 Èe|;ñ3

 Èe|;ñ4

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/6

  ø ÆÆÆñWÖWz Ê:uÇ…ËWî…ËËœ Èe|;ñ Wì ¨p:|e|;ñ ñWÙ vïUëWOO<ñuë È…ñUî˛ :vM!«œ «Ë
  ÆÈ:u8 g:OÄ ÈWë…e|;ñ Wì …d"U|“ v<ñuë ËËœ

 Èe|;ñ vïUëWOO<ñuë È…ñUî˛14  ø…bïWÇ GC vïUëWOO<ñuë È…ñUî˛14 ø…bïWÇ ÂWëW| Èe|;ñ Ü

 ÈËU~ïWÙ2 Æ…Ë…“:Ëb!        È…œ«;ñ ÈËU~ïWÙ2 Æ…Ë…“:Ëb!        È…œ«;ñ a15S12

 Â…œñ«uÇ Èe|;ñWì24  ÆW|WÙ v<ñuë

 Wì14 ÂWëW| Èe|;ñ245   ÆW|WÙ v<ñuë

12, 7, 2, (–3), ... 

 ÈWï«Ë 821-4
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È…œ«;ñ È«Ëœ È…œ«;ñ Ë WMOâM! ¨WO|…ñUî˛ ñWÖWz ¨Uï ÊU| WO|…ñUî˛ WëWëW| È«ËœW§ëW| U|Uz WJ§|ñU|œ

     Æ…Ë…“:Ëb! v|U":uë

  «b|ñUëdO! Wì ÊËu§î«Ë…œñW!

  ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

1    vëW| È«ËœW§ëW| vïuï È…œ«;ñ Ê:uÇ ÆWJ§O<U! …ËW¶|“:Ëœ…œ
2 ÂüW! X:|dÖ…œ:u8Wì                vïuï È…œ«;ñ È;d! vÇ:u! …ËWJ§OïËË;ñnd  ÆWOOï«b:O"

3

( )n d−−1

4

  Ë«dëW¶<«;ñUz vïUM:OÙ«;ñ

5

 Æ…Ë…“:Ëb! Ë«dë«Ë«œ vîW3ñW<

È…œ«;ñ È«Ëœ È…œ«;ñ Ë WMOâM! ¨WO|…ñUî˛ ñWÖWz ¨Uï ÊU| WO|…ñUî˛ WëWëW| È«ËœW§ëW| U|Uz WJ§|ñU|œ

      Æ…Ë…“:Ëb! v|U":uë

 vëW| È«ËœW§ëW| :u!14 S15 vïuï È…œ«;ñ p:OëW| È«ËœW§ëW| :u!
 ÆX:O! a nn == −− ++2 6

S12

15

 Æ…Ë…“:Ëb! WïUO|…ñUî˛ WëW| È«ËœW§ëW| ÂWì „W|ñWÙ vîW¶ÅWÙ È…œ«;ñ

6

 Æ…Ë…“:Ëb! v|…ñUî˛ vJ:OëW| È«ËœW§ëW| ñWÙ vïUë…ñU|œUï …œ«;ñ

 Æ…Ë…“:Ëb! WïUO|…ñUî˛ WëW| È«ËœW§ëW| ÂWì „W|ñWÙ vîW|:uï È…œ«;ñ

8 13, , 7,

,, ,

9 9, ,,

10

1 4. , ,,

1112

13

16

 øbïWÇ W¶:O!…œ ÂWÅWÅ v˘U<Wì ÈWëWÇËuî GC
 ø…bïWÇ X:|dÖ…b|ñ…Ë ÂWëW| v˘U< ‘WÅ Wì ÈWÇËuî ËWz vîW3ñW< Ü

  ÊœdJ:O3W§:O3 Ë ÊUM:OÙ«;ñ

17

18
 Æ…Ë…“:Ëb! WïUO|…ñUî˛ WëW| È«ËœW§ëW| ÂWì „W|ñWÙ vî…œ“U| È…œ«;ñ

19

20
 Æ…Ë…“:Ëb! v|…ñUî˛ vJ:OëW| È«ËœW§ëW| ñWÙ vïUë…ñU|œUï …œ«;ñ

21,,

  :ÈdëÈWïüU< ÈWÇËuî W! ÈñUOï«“ vïUëUOïUáî:uë Wì p:OëW|Wì œdë ÊœdëñUëW! v¶<…œ bM˙!
 ø†UJ! œU|“ ñUM|œ                   WïüU< ÈWëWÇËuî p:O3ñWî W! ñUM|œ                      ÈWë…;d!26 000 0001 250 000

77,−−29,

– 4, 2, 8, 14, ...

46, 39, 32, 25, 18, ... 

3, 8, 13, 18, ...

a5 = 19, a4 = 27 

5, 9, 13, 17, ...

288, 144, 72, 36, 18, ...

12, 11.9, 11.8, 11.7, ...

33, ...–2, ...

–3.0, –2.5, –2.0, –1.5, ...

–2, –12, –22, –32, –42, ...

a4 = 12.6, a3 = 12.2a6 = –11, a3 = – 5

25, ..., 37, ..., –1, ...

28, 21, 15, 10, 6, ... 

– 3.2, –3.4, –3.6, -3.8, ...
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 …Ë«Ëœ :u! 5ï«Ë;ñ

3132

33
…ËWA:OÄ :u! 5ï«Ë;ñ

 W"Uë…œ p:OëW| È«ËœW§ëW| vîWëW| È…œ«;ñ2g:OÄ È…œ«;ñ È…bï…ËWzËËœ d¶OëW|…œ«;ñ ñWÙ Æ
 ÆW<ËuM! WëW| È«ËœW§ëW| ËWz vîWëW| È…œ«;ñ …œ Æv"W|:u8

2324

25

 Æ…Ë…“:Ëb! WïUO|…ñUî˛ WëW| È«ËœW§ëW| ÂWì „W|ñWÙ vî…œ“«Ëœ È…œ«;ñ

 Æ…Ë…“:Ëb! Ë«dë«Ë«œ vîW3ñW<

 ÆW|…ËWï«;ñWÖ ÈWA8Wï ÊU| W|WÅWÖ ÈWA8Wï WëWA8Wï U|Uz WJ§|ñU|œ

26 S15

27

   vëW| È«ËœW§ëW| :u!S14   vïuï È…œ«;ñ p:OëW| È«ËœW§ëW| :u!
 X:O! a nn == −−14 1

2

  Êœd!ñUëW!W! ÈñUM|œ             «bîWëW| ÈW¶ãW4Wì ¨È;dë XfiOèW! vJ:OëUÅ:uÄ ÊU|˛Uë
WëW¶fiOè :u! ñUM|œ            „W|W¶ãW4 ñWÙ †ËWJJ:|;ñ Wë…ñUOÅ:Ëdã ¸WÖWì Æ«œWë…ñUOÅ:Ëdã

 Æ†UJ!œU|“

  ñôW"Â…œñW!Wì f|ñUÄ Wì ñWÑ:uì vî…;ñWÙ
È…œW< vïUëW|U¶ÅWÙWì ñWÑ:uì ÈWïU8…“:uî

WÇñUÄ W! Wî…;ñWÙ ËWz Æ…Ë«dJ¶<Ëñœ «bîW¶fiO!
p:O¶<Uz bïWÇWì WëWî…;ñWÙ Æ«dëbïW! WÅuÅ

 Wì È…Ë…ñW< v¶<Uz ¨X:|bJ:OÄ4WÅËuÅ WÇñUÄ
Ë…ñW! U" ÊUëWÅËuÅ WÇñUÄ È…ñUî˛ W|«b:O"

 X:O!ñ«u84   Æ†Uë…œU|“

28

29

 ø†«œ…œ …ñUÄ bïWÇ «bîW|:uï ÈW¶ãW4Wì GC
 ø…bïWÇ v"W|Ë«œ «bîW|:uï ÈW¶ãW4 v|U":uëWì È…ñUÄ …;d! ËWz vîW3ñW< Ü

15000
5000

 ÆW<ËuM!     v¶<Uz Wì ÊUëWÅËuÅ WÇñUÄ È…ñUî˛     v:OÄW!
 Wì WëWî…;ñWÙ ñWÖWz18 ø…bïWÇ ÊUëWÅuÅ WÇñUÄ È…ñUî˛ ÆW|U§"UN§J:OÄ X<Uz

GC

 …Ëu"UÙñUëW! ÈWïUÅËuÅ WÇñUÄ ËWz È…ñUî˛ «bO¶<«;ñWì11…d¶îWë WÅËuÅ WÇñUÄ
ÆWëWî…;ñWÙ ËUï …ËWïËuÇ :u! „W|…“«Ëñ…œ vïœdJ¶<Ëñœ È:uÙW!  ¨œdë †ñUî˛WÙ È…ËWì

 ø…bïWÇ Ëu"UÙñUëW! «œñWÑ:uì vî…;ñWÙWì ÈWïUÅËuÅ WÇñUÄ ËWz È…ñUî˛

Ü
ê

n n

  v<UM|Ë…“WïüU< ñËuëU! ÈUJ|dîWz Èñ…uAOë
 Æ…ËW¶:|ËWë…œ ñËËœ UÄËñËWz Èñ…uAOë Wì

30

 ‘UÄ50ñËuëU! ÈUJ|dîWz Èñ…uAOë ¸U<
 ø…ËW¶:|ËWë…œ ñËËœ UÄËñËWz Wì bïWÇ

GC

vïW|ôW! Wë…ñ…uAOë ËËœ ¸U< bïWÇ ‘UÄ
 …ËWîWë1ø…ËWïËWë…œ ñËËœ Èd¶ëW|Wì rë

Ü

f x x( ) . ( . )==1 25 0 75f x x( ) . ( . )==1 43 5 32f x x( ) . ( . )== 0 92 0 64

 È…ËWM"ËWëñËËœ
 «bJ:O˘U<Wì 2 3. cm

a5 = 16.2, a4 = 18.4

–18, –16, –14, ...

a8 = 46, a4 = –2a25 = –58, a22 = –49

 ÈWï«Ë 841-4
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ÊUëWO|…“«bïWz WëW| È«ËœW§ëW|

 ÊUëW$UîUz

•WëW| È«ËœW! „W|
  ÆX:O<Uï…œ ÊUëWO|…“«bïWz

•È«ËœW§ëW| Wì Ë«dë«Ë«œ È…œ«;ñ
 Æ…ËW¶:|“:Ëœ…œ v|…“«bïWz vëW|

•vïUëWîW3ñW< WÅW!
v|…“«bïWz vëW| È«ËœW§ëW|

 Æ…ËW¶:|“:Ëœ…œ

  ÊUë…Ë«ñ«“
Vocabulary

 v|…“«bïWz vëW| È«ËœW§ëW|

  ÈWï«Ë22È«ËœW§ëW| ÊUëWOOÅ“ñ…ËWO|ñU| vï«ñWï«bïöÄ

È…ñUî˛ vïœdJ|ñU|œ :u! ÊUëWO|…“«bïWz WëW|

 ÆsM:|œñUëW! «bJ:Oìu8 ñWÙWì ÊUëWO|ñU|

 øvÇ:u!

Geometric Sequences

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/1

 Ê«u:OïWì eîUOìË UM|dO<128 ÊËb˙§1Ë Wì ÊUâë v¶:Oï«ËW˘UÄ vfiM:O" vÄ:u"Wì «œñWJ|ñU|Wimbledon
 v˘U<2003ÈñWJ|ñU|  ¨ñWJ|ñU| ËËœ Ê«u:Oï vëWO|ñU|ñWÙ v|U":uëWì ¨UM:ON¶<…œW! vîWëW| ÈWKÄ «œ

È…ñUî˛ Wë X:OM|WÖ…œ …ËWz ‘WîWz Æ…Ë…ñ…œ W¶:OÇ…œ Wë…Ë«;ñ:Ëœ ÂüW! X:O!…œ Â«Ë…œñW! …Ë«d!
ñWÙ v|U":uëWì ÈWï«ñWJ|ñU| ËWz X:|dë…œ Æ†Uë…bîWë …uOï :u! «bJ:Oìu8 ñWÙ v|U":uëWì ÊUë…ñWJ|ñU|

 vïUM:OÙñUëW! W! …ËW¶:OM:Oî…œ «bJ:Oìu8v|…“«bïWz vëW| È«ËœW§ëW| Æs:|dJ§|ñU|œ
 Wì«bO|…“«bïWz vëW| È«ËœW§ëW|Geometric sequenceg:OÄ ÈWë…œ«;ñ :u! „W|…œ«;ñ ñWÙ v|…ó:|;ñ

 Wì …“«ËUO3 Ë …;ñ:uÖWï È:u81 X:|d"Ë…œ W|…ó:|;ñ ËW! Æ WMOâM!Common ratio ÈWMOâM! Æ
  Æ     Wì WO¶|d! …Ë…ñW< ÈWëWO|…“«bïWz WëW| È«ËœW§ëW|

È:u8 g:OÄ ÈWë…œ«;ñ :u! „W|…œ«;ñ ñWÙ È…ó:|;ñ ¨WO|…“«bïWz p:OëW| È«ËœW§ëW| È…ËWz vïœdJ|ñU|œ :u!
 Æv|…“«bïWz W¶:O!…œ WëWëW| È«ËœW§ëW| ¨ÊËu! ÊUfiëW| Wï«ó:|;ñ ËWz ñWÖWz WJ!ñUî˛WÙ

 ‰u8

 …ñUî˛

1
128643216

234

 …ó:|;ñ32
64

1
2=

64
128

1
2=

16
32

1
2=

ñWÖWz ¨…d¶OÙ ÊU| WO|…ñUî˛ ÊU| WO|…“«bïWz WëWëW| È«ËœW§ëW| U|Uz WJ!ñU|œ

 Æ…Ë…“:Ëb! …Ë«ñœ «bO|U":uëWì ÈW|…œ«;ñ ËWz È«Ëœ È…œ«;ñ Ë WëWMOâM! «ËWz ¨WO|…“«bïWz

ÊUëWO|…“«bïWz WëW| È«ËœW§ëW| È…ËWïœdëUO3

WMOâM! «ËWz ¨WO|…“«bïWz ñWÖWz ¨Uï ÊU| WO|…“«bïWz WëWëW| È«ËœW§ëW| U|Uz WJ§|ñU|œ

   Æ…Ë…“:Ëb! …Ë«ñœ «bO|U":uëWì ÈW|…œ«;ñ ËWz È«Ëœ È…œ«;ñ Ë

ê

ê

Ü

Ü

GC

GC

Geometric  Sequence

4 5 6 8 8 8 4 6 9

Wï WëWëW| È«ËœW§ëW|
 WO|…ñUî˛ Wï Ë WO|…“«bïWz

∫WO|…ñUî˛ vJ:OëW| È«ËœW§ëW|
  WMOâM!

WO|…“«bïWz vJ:OëW| È«ËœW§ëW|
  WMOâM!

 ∫v|«Ëœ È…œ«;ñ40.5 ∫v|«Ëœ È…œ«;ñ40

  …ó:|;ñ
  È“«ËUO3

  …ó:|;ñ
  È“«ËUO3

 …ó:|;ñ
 È“«ËUO3

3
2

3
2

3
2

4
3

3
2

5
3

7
5

3
2 2

d = 8 r = 3
2

 …b§˘ËWÙ

1
2

8, 12, 18, 27, ...

1.7, 1.3, 0.9, 0.5, ...–50, –32, –18, –8, ...

8, 16, 24, 32, ...6, 10, 15, 21, ...
8    12     18     27 8    16     24     32 6    10     15     21 

,   ,    ,    , ...1
12

1
36

1
108

1
4
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vîU$Wz Wì WOO¶|d! ¨…Ëu"UÙ «œWëWï«Ë ÈU"…ñW< Wì Wë v|…“«bïWz WëW| È«ËœW§ëW| vëW|…œ«;ññWÙ
 ÆX:|ËWë…œñ…œ W|W¶A8 ÂWì „…Ë WMOâM! vïUë…e:OÙWì p:OëW| Wì ÂWëW| È…œ«;ñ vï«bJ:Oì

 …b§˘ËWÙ

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/2

X:|dë…œñUî˛WÙ W|U<U| ÂW! v|…“«bïWz vëW| È«ËœW§ëW|      vïuï È…œ«;ñ

 ÆX:O! ÈWëWMOâM!     Ë ÂWëW| È…œ«;ñ      p:O"Uë

ÊËb˙§1Ë vJ:Oìu8 ñWÙWì ÊUë…ñWJ|ñU| È…ñUî˛

 ‰u8

È…ñUî˛

 Ê«ñWJ|ñU|

 Ufi:|;ña1
0128 1

2= ( )a2
1128 1

2= ( )a3
2128 1

2= ( )a4
3128 1

2= ( )an
n

= ( ) −128 1
2

1

1n 3 24

128643216an

a a rn
n= −

1
1

r

an

a1

    v|…“«bïWz vëW| È«ËœW§ëW| vîW|:uï È…œ«;ñå Æ…Ë…“:Ëb!

 vïuï È…œ«;ñ vïœdëñUî˛WÙn v|…“«bïWz vJ:OëW| È«ËœW§ëW| È

 ÈËU~ïWÙ1…Ë…“:Ëb! U<U| vïUM:OÙñUëW! W! WëWëW| È«ËœW§ëW| ÈWMOâM!

 ÈËU~ïWÙ2 ÆWJ!ñUî˛WÙ U<U| vïUM:OÙñUëW! W! ÂW|:uï È…œ«;ñ

  WJ§ï«œU<UÄ ÆWJ!Ë«ËW" WëW| È«ËœW§ëW| ÂWz
   W"Uë…œ WëW| È«ËœW§ëW| ÂWz vîW|:uï È…œ«;ñ

 U<U|

:vM!«œ v"UO3Wì

 WJ!…œU<

a
a
a
a

5

6

7

8

80
80 2 160

160 2 320
320

= −

= − − =

= − = −

= −

( )
( )

(−− =

= − = −

2 640
640 2 12809

)
( )a

r a
a= = = −−

2
1

10
5 2

a a rn
n= −

1
1

a9
9 15 2= − − −( )

a9 5 256 1280= − = −( )

−1280

√

   Æ…Ë…“:Ëb! WïUO|…“«bïWz WëW| È«ËœW§ëW| ÂWì „W|ñWÙ vîW|:uï È…œ«;ñ

Ü GC

‘W!«œ ÂWëW| È…œ«;ñ WìW~3 „W|…œ«;ñ ¨v|…“«bïWz vJ:OëW| È«ËœW§ëW|Wì WMOâM! È…ËWM|“:Ëœ :u!
 ÆWMOâM! W¶:O!…œ WëWïœdJÅW!«œ vîU$Wz ¨WJ! È:u8 g:OÄ È…œ«;ñ

 v|…“«bïWz vëW| È«ËœW§ëW| v¶AÖ ÈU<U|

–5, 10, –20, 40, –80, ...

,–   ,   ,–   ,    ,...0.001, 0.01, 0.1, 1, 10, ... 3
8

3
16

3
32

3
64

3
4
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 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/3
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 øvÇ:u!

Applications of Differentiation to
Economics

 ÊUëW$UîUz

•:u! ÈñUëUO3 vïœdëñUî˛WÙ
Wï«u:OÄ È…ËWM|“:Ëœ

Èe:OÄW! Ë ÊUëWO|e:|Ë«ñWÄ
Wì ©Êbï«uï vîñWï®

 Æ†Uë…b:O3W§:O3 «b|ñËu!Uz
•È…ËWM|“:Ëœ :u! Ë«dÅU"«œ

Ë s|d"…ñËWÖ vïUëW|UÙW!
 ÆX:OM:OÙ…œñUëW! s|d¶ëuâ!

  ÊUë…Ë«ñ«“
Vocabulary

 ÊUë…e:|Ë«ñWÄ Wï«u:OÄ
Marginal Measures

 ©Êbï«uï vîñWï® Èe:OÄW!
Elasticity

 v:O3:u8 s|d"…ñËWÖ ÈUÙW!
Local maximum

 v:O3:u8 s|d¶ëuâ! ÈUÙW!
Local minimum

 ÂWëW| ÈË«dÅU"«œ È…ËWïœdJOèU"
Test of first derivative

 Ë«dÅU"«œ

af x af x( ) ( )(( ))′′ == ′′

f x g x f x g x( ) ( ) ( ) ( )++ ′′ == ′′ ++ ′′(( ))

f x g x f x g x( ) ( ) ( ) ( )−− ′′ == ′′ −− ′′(( ))

f x g x f x g x f x g x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(( ))′′ == ′′ ++ ′′

f x
g x

f x g x f x g x
g x

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )






 (( ))

′′
==

′′ −− ′′
2

f g x g x f g x( ) ( ) ( )(( ))(( )) (( ))′′ == ′′ ′′

Ufi:|;ñ ÈËUï

…ñUî˛Wì Ê«bJ:Oì ÈUfi:|;ñ
ÂW3ñW< ÈË«dÅU"«œ ÈUfi:|;ñ
È“«ËUO3 ÈË«dÅU"«œ ÈUfi:|;ñ

Ê«bJ:Oì ÈUfi:|;ñ

ÊœdJÅW!«œ ÈUfi:|;ñ

WA8Wï ÈWA8Wï ÈUfi:|;ñ

 WA8Wï Ë«dÅU"«œ

f x xn( ) ==

′′ ==f x( ) 0

′′ == −−f x
x

( ) 1
2

′′ ==f x x( ) 1

′′ ==
′′f x g x

g x( ) ( )
( )

′′ ==f x( ) 1

′′ ==f x x( ) 1
2

′′ ==f x ex( )

f x g x eg x( ) ( ) ( )
== ′′

 ¨n  WOO¶<«;ñ vëW|…ñUî˛ ′′ ==
−−f x nxn( ) 1

f x x( ) == 1

f x x( ) ln==

f x g x( ) ln ( )== (( ))

f x x( ) ==

f x x( ) ==

f x ex( ) ==

f x eg x( ) ( )
==

WOO¶<«;ñ vëW|…ñUî˛    ¨c f(x) = c

 ÈWï«Ë 921-5
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∫…ËW¶:|dJ!UO3 XÅ :v< X:|dï«u"…œ ¨«bOïUÖñ“U! Ë È“U<WA:OÄ vïUëW|UÖ“…œ vïUëWOOëôUÇWì
ÊUëWïËuâ:O"Cost Ë ©vïUë…ñUë vïbï«;ñWÄ«;ñ :u! „W|UÖ“…œ vïËuâ:O" Wì WOO¶|d!®ÊUëW"ËWJ¶<…œ

Revenues Ë ©vïUë…ñUë vîU$Wz Wì „W|UÖ“…œ vïUëW"ËWJ¶<…œ Wì WOO¶|d!®ÊUëW$«“UèProfits
Wì ÊUëWïËuâ:O" vïœdëñ…b:Oì ‘UÄ …ËW¶:OMOî…œ „W|UÖ“…œ :u! ÈW|…ñUÄ …;d! ËWì WOO¶|d!®

  Æ©ÊUëW"ËWJ¶<…œ
 ∫Ë«dÅU"«œ :u! …ËW¶:|;ñWÖ…œ e:|Ë«ñWÄ ÈWï«u:OÄWì ÊœdJ<U! Wë XOï«“ «bî…œ“U| vì:uÄWìe:|Ë«ñWÄ vïËuâ:O"

Marginal cost ¨ÊËuâ:O" ÈWA8Wï ÈË«dÅU"«œ WìWO¶|d!e:|Ë«ñWÄ v"UÙ«œMarginal revenue
 ¨©†ËWJ¶<…œ® †UÙ«œ ÈWA8Wï ÈË«dÅU"«œ WìWO¶|d!e:|Ë«ñWÄ v$«“UèMarginal ProfitWìWO¶|d!

vïËu!œU|“W! v¶AÖ ÈWï«u:OÄ vï«;ñ:uÖ e:|Ë«ñWÄ ÈWï«u:OÄ Wë X:O! †dO!Wì ¨Zï«“Uè ÈWA8Wï ÈË«dÅU"«œ
Wïu/ :u!® ÂWÙñW! ÈË«dJ|ñU|œ vJ:O¶<UzWì e:|Ë«ñWÄ vïËuâ:O" ∫Wïu/ ¨X:|;d!…œñ…œ WëW| „W| Wë…bM:OÙ

500W¶:O!…œ p:O"Uë U"«Ë †Uë…œ œU|“ WëW| „W| ÂWÙñW! p:O"Uë v¶AÖ vïËuâ:O" Wì Ê«;ñ:uÖ Wì WOO¶|d! ©
501 †UÙ«œ ñUë:uÙ ËËœ ÆR ∫†Uë…b|ñU|œ ÊUë…Ë«dÅ:Ëdã WëW| È…ñUî˛QWëW| „W| v8dï ËP¨

 ∫†Uë…b|ñU|œ ÊËuâ:O"  XÅ ËËœ ÂüW! Æ                   ‘WîW!Ë«;ñ:uÖ vïËuâ:O"Variable costWë
 Ë ¨ÂWÙñW! vïUëWëW| È…ñUî˛ v:OÄW! „W|WA8Wï WìWO¶|d!ñ:uÖWï vïËuâ:O" ;Fix costX:|;ñ:uÖUï Wë

   ÆWïUëW| ËWz È…ñUî˛ vï«;ñ:uÖW!

Wïu¶|…“ …ñ:u3 ËWz:u! X<«u8 ÈWA8Wï ÆX:OÅ:Ëdã…œ Êu¶|…“ Èu"uè …ñ:u3 „W| ;d:|“ ÈUOïUáî:uë
 ∫Wì WOO¶|d!

ÈU<U| v:OÄW! ÊUëWïu¶|…“ …u"uè :u! ©X<«u8® ÈñUë«Ë«œ vï«;ñ:uÖW! X:|;ñ:uÖ…œ Œdï Wë X:O! †dO!Wì®
 ¨©ËË;ñWM¶fi8 Ë X<«u8Q Ë ÊUë…Ë«dÅ:Ëdã …u"uè È…ñUî˛ :u! W|UL:OÙPÆu"uè „W| v8dï :u! W|UL:OÙ

     Wì WOO¶|d! ÊËuâ:O" ÈWA8Wï ¨d" vëW|ôWì

 Æ…Ë…“:Ëb! s:|œ ÈWïUA8Wï ÂWì „W|ñWÙ ÈË«dÅU"«œ
f x x( ) == 3 4f x x x( ) == −−5 24 3

′′ == == == == −−(( )) (( )) −−










′′ ′′f x x x x x
( ) 3 1 1 33 3

2 2

f x e x( ) == −−2

ê

f x x( ) == 3 êO

′′ == ′′ == −− ′′ == −− == −−−− −− −− −−f x e x e e ex x x x( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2 2 O

GC

′′ == ′′ == ′′ == ==f x x x x x( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 4 124 4 3 3 GC

Ü

′′ == −− ′′ == ′′ −− ′′ == ′′ −−f x x x x x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 2 5 2 5 24 3 4 3 4 3 ′′′′

== −− == −−5 4 2 3 20 63 2 3 2( ) ( )x x x x
Ü

êO Ü

 ñUJOÅ

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/1

 e:|Ë«ñWÄ v$«“Uè ÈWA8Wï È…ËWM|“:Ëœ

ÊUë…Ë«dÅU"«œ vïœdëñUî˛WÙ

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/2

 …b§˘ËWÙ Æ…Ë…“:Ëb! s:|œ ÈWïUA8Wï ÂWì „W|ñWÙ ÈË«dÅU"«œ

GCf x x( ) == 5 7f x x x( ) == −−3 36 2f x x( ) == −−2f x e x( ) == 3

«b|ñËu!UzWì ÊUë…e:|Ë«ñWÄ Wï«u:OÄ

R P Q== ××

P Q Q( ) == −−20000 10

C Q Q( ) == ++50000 3000

 ÈWï«Ë93 1-5
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 …b§˘ËWÙ Wì WOO¶|d! …u"uè …ñ:u3 ÂWz v¶<«u8 ÈWA8Wï ¨X:OÅ:Ëdã…œ v$uë Èu"uè ñ:u3 „W| †«dã ÈWÖñUë

 p:O"Uë ©ËË;ñWM¶fi8 Ë X<«u8 ÈU<U| vï«;ñ:uÖW! X:|;ñ:uÖ…œ Œdï Wë X:O! †dO!Wì®Q:u! W|UL:OÙ
 Ë ¨ÊUë…Ë«dÅ:Ëdã …u"uè È…ñUî˛PÊËuâ:O" ÈWA8Wï ¨d" vëW|ôWì ¨u"uè „W| v8dï :u! W|UL:OÙ

  ∫Wì WOO¶|d!

 …e:OÄW! X:|d"ËË…œ „W|üUëW!Elastic†UJ§îWë ÊU| †UJ! œU|“ ÈñW<Wì X<«u8 ñWÖWz
Èe:OÄW! ÊU<UM|ñËu!Uz ÆÈWëW8dï vïËu!œU|“ ÊU| vM|“W!«œ vîU$WzWì ñU|œ vëW|…u:OÅW!

«ËWz ¨X:O! X<«u8 ÈWA8Wï           ñWÖWz ÊWë…œ Wï«u:OÄ ÈñW<Wì X<«u8 ÈWA8Wï Wì „W|üUë
WOOï e:OÄW! Ë            ñWÖWz …e:OÄW! „W|üUë Wë 5:Oï…œ«œ È«Ë Ë                        Wì WOO¶|d! Èe:OÄW!

  Æ           ñWÖWz

ê

GC

Ü

 È…ñUî˛50 000øX:OM:|uï…œ vÇ ÊËuâ:O" ÈWA8WïWì
 È…ñUî˛3 000 øX:OM:|uï…œ vÇ WA8Wï ÊUîWÙWì

 Æ…Ë…“:Ëb! Zï«“Uè ÈWA8Wï

Ü ∫Wì WOO¶|d! †ËWJ¶<…œ ÈWA8Wï ¨†UÙ«œ Wì ÊËuâ:O" vïœdëñ…b:Oì vîU$Wz Wì WOO¶|d! Zï«“Uè

 ∫Wì WOO¶|d! Zï«“Uè ÈWA8Wï W"«ËWë

Ü Æ…Ë…“:Ëb! Zï«“Uè ÈWA8Wï

 Æ…Ë…“:Ëb! e:|Ë«ñWÄ v$«“Uè ÈWA8Wï

ê Æ                                  Wì WOO¶|d! e:|Ë«ñWÄ v$«“Uè ÈWA8Wï

ê Æ…Ë…“:Ëb! e:|Ë«ñWÄ v$«“Uè ÈWA8Wï

 È…ñUî˛50 000…u"uè È…ñUî˛ WëW|UOïUáî:uë vïËuâ:O" Wì WOO¶|d! ¨ÊËuâ:O" ÈWA8WïWì
 ÂüW! …;ñ:uÖWï vJ:OïËuâ:O" Wë ÆX:O! bïWÇ ñWÙ ÊUë…Ë«dÅ:Ëdã3 000vM|;dë vïËuâ:O" Wì WOO¶|d!

 Æu"uè „W|

GC

 È…ñUî˛30 000øX:OM:|uï…œ vÇ ÊËuâ:O" ÈWA8WïWì
 È…ñUî˛8 000 øX:OM|uï…œ vÇ WA8Wï ÊUîWÙWì

GC

 ñUJOÅ

R Q P Q Q Q( ) == ×× == −−20000
2

10

S Q Q Q

S Q Q

Q

Q

( ) ( )

( )

== −− −− ++

== −−

20000 50000 3000

17000

2

10
22

10 50000−−

S Q Q′( ) == −−17000 5

P Q Q( ) == −−17000 20

C Q Q( ) == ++30000 8000

 «b|ñËu!Uz Wì ©Êbï«uï vîñWï®Èe:OÄW!

P Q( )
e P

Q P Q== ×× ′′
1
( )e >>1

e <<1

 ÈWï«Ë 941-5
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X:OÇ…œñ…œ WîWì
 Æ…e:OÄW! WëW|üUë X:|ËWë…œñ…œ ‘WîW! h 

h 
  ¨d" vëW|ôWì

 «ËWz            Wì ©s|d¶ëuâ! ÊU| s|d"…ñËWÖ® X:O!WÙ È;ñWÄËWz vïUëUÙW!            ÈWA8Wï ñWÖWz
 Æ   Æ              ÊU| …Ë«dëWïW<UM:OÄ

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/3
     Wì WOO¶|d! „W|üUë :u! X<«u8 ÈWA8Wï W|üUë ËWz Èe:OÄW!

 Æ…Ë…“:Ëb!            Wì

   ñUJOÅ

 Wïu/ Wì Zï«“Uè ÈWA8Wï2 Wì WOO¶|d!

…Ë…“:Ëb! Ë«dÅU"«œ ¨†Uë…œ 5!«œ WëWëñUÖ :u! Zï«“Uè s|d"…ñËWÖ È…bM:OÙ ËWz vïœdJ|ñU|œ :u!

X:|ËWë…b¶<…œ †WîWz Ë WJ!ñUJOÅ                    ÈWA:OëËUÙ ÊUÅUÄ

 vM¶Å:Ëdã W"«ËWë85 000   Æ†Uë…œ 5!«œ Zï«“Uè s|d"…ñËWÖ Êu¶|…“ u"uè

  ñUJOÅ

s|d"ñ:Ë“ Ë X:OM:OÙ…bJ:OÄ ÈñUëUO3 v"…;ñWM! vïœdJ:O3W§:O3 È;ñWÄËWz ÈUÙW! È…ËWM|“:Ëœ
ÈWëW$«“Uè p:O"Uë „W|WÖñUë vï«bïWîñUë È…ñUî˛ vïœdJ|ñU|œ ∫Wïu/ :u! ÆW|WÙ vïUM:OÙñUëW!
 Ævîeï È;ñWÄ ËWz W"UÖ…œ ÈWëWïËuâ:O" p:O"Uë vïUë…bïWîñUë È…ËWïœdJîWë ÊU| ¨X:O! È;ñWÄËWz

 X:|d"Ë…œ v:OÄ :v"«œ…œ ÊULëW|Ufi:|;ñ ÈñUëUO3 ¨WîWz:u!  ÆÂWëW| ÈË«dÅU"«œ ÈUfi:|;ñ

 vïUëUÙW! È…ËWM|“:Ëœ :u! W"«ËWëx vïUëUÙW! ¨†Uë…œ ñW!W¶<…œ WëWA8Wï È;ñWÄËWz ÈUÙW! Wëx
   Æ†Uë…œ                   vï«œU<UÄ Wë …Ë…“:Ëb!

È;ñWÄËWz vïUëUÙW! È…ËWM|“:Ëœ

„W|üUë Èe:OÄW! È…ËWM|“:Ëœ

  W‡‡‡‡ïu‡‡‡/4 ÈWïu/ vïUë…Ë«ñb:OÄ2WëWÖñUë :u! Zï«“Uè s|d"…ñËWÖ Wë È…bM:OÙ ËWz vïœdJ|ñU|œ :u! WM:ON!ñUëW!
  ø…bïWÇ W$«“Uè ËWz øX:OM|b¶<…œW! Zï«“Uè s|d"…ñËWÖ Wë X:O!bïWÇ „W|u"uè v8dï Æ†Uë…œ 5!«œ

P Q Q Q( ) == ++ −−50 2

Q == 4

′′ == −−P Q Q( ) 1 2 P( )4 50 4 4 50 4 16 50 12 382== ++ −− == ++ −− == −− ==

′′ == −− ×× == −− == −−P ( )4 1 2 4 1 8 7e P
Q P Q== == == −−××

′′ −−
1 38

4 7
38
28( ) ( )

e == −− == >>38
28

38
28 1

   …b§˘ËWÙ  Wì WOO¶|d! „W|üUë :u! X<«u8 ÈWA8Wï W|üUë ËWz Èe:OÄW!
 ø…bïWÇ             Wì

P Q Q Q( ) == ++ −−10 2 3 3

Q ==10

f x( )x c==

′′f c( )′′ ==f c( ) 0

′′ ==f x( ) 0

S Q Q Q( ) == −− −−17 000 50000
2

10

. ( )S Q Q′ == −−17 000 5

′′ ==S Q( ) 0

.Q == ×× ==17 000 5 85 000

ÂWëW| ÈË«dÅU"«œ ÈUfi:|;ñ

 ÈWï«Ë95 1-5

GRADE12-CHAP-5-Adabi  3/7/18  10:04 AM  Page 6



 Ë W|WÙ vëWO|ñ:uì ñUOÅ:uÙ5 000vïËuâ:O" Æ«bJ:|d:Oîó"Uë ñWÙWì Wë…d:OãuÅ W! †«œ…œ :Èdë ñUM|œ
 p:O"Uë Æ«œd"Wî:uKOë „W|Wì …ñUM|œ      WëWO|ñ:uì vïœdJAOzvW! WëWO|ñ:uì v|«d:O8 :u! W|UL:OÙ

 ÆX:O!…œ ÈËuâ:O" s|d¶îWë WëWO|ñ:uì X:O! bïWÇ v|«d:O8 ¨«bJ:|d:Oîó"Uë Wì d"Wî:uKOë

 …b§˘ËWÙ

 «b|ñUëdO! Wì ÊËu§î«Ë…œñW!

  ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

2 ÈWA8Wï ñWÖWzvïËuâ:O" ÈWA8Wï
 Ë«dM:ONîWÙñW! ÈbM:OÙ v:OÄW! X:O! Ë«dJ|ñU|œ vëW|üUë vïUM:ONîWÙñW!Q ÈWA8Wï Æ

 v:OÄW!Q   ÆX:OM:|uM! WëW| „W| vïUM:ONîWÙñW! v¶<«;ñ…ËUï vïËuâ:O" Wë ¨W<ËuM!

1 ÆWJ§<U! Zï«“Uè Ë ÊËuâ:O" Ë †UÙ«œ Ê«u:Oï Èbï…u|WÄ

12:u! ©ñUM|œ Ê«ñ«“WÙW!® ©†ËWJ¶<…œ®†UÙ«œ ÈWA8Wï                                      ÈWA8Wï
 p:O"Uë ¨X:OM:OÙ…bJ:OÄ Ë«dJ|ñU|œ vëW|üUëQ     ÆX:OM:|uï…œ ÊUë…Ë«dÅ:Ëdã WëW| È…ñUî˛

3 ÆX:O! „uâ!ñ:Ë“ ÈWëWO|e:OÄW! „W|üUë :u! …ËWM:ON! „W|Wïu/

4

 Ë«dëW¶<«;ñUz vïUM:OÙ«;ñ

 WìWO¶|d! †Uë…œ 5!«œ Zï«“Uè s|d"…ñËWÖ Wë Êu¶|…“ u"uè „W| v8dï

 U"«Ë722 450 000  ÆñUM|œ

 U"«Ë11 500  WìWO¶|d! Zï«“Uè s|d"…ñËWÖ ÆñUM|œ
P Q Q( ) == −− == −− == −− ==20 000 20 000 20 000 85 000 1110

85 000
10 5500

v2

50

C Q Q Q Q( ) . . .== −− ++ ++0 025 0 05 12 4 223 2

Av Q( )

 Æ…Ë…“:Ëb! „W|WA8Wï ñWÙ ÈË«dÅU"«œ

f x x x( ) == −−2 35f x x x( ) == ++17 65

6f x x( ) == 1
27f x x( ) == −−2

8f x x( ) ==9f x x( ) == 1
7

10f x x x( ) == ++ −−2 7 4511f x x
x( ) == −−

−−

2 7
4

R x x x( ) .== −−25 0 05 2

Ü Æ…Ë…“:Ëb!               e:|Ë«ñWÄ v"UÙ«œ ÈWA8Wï
êvM¶Å:Ëdã v:OÄW! X:OïW|WÖ…œ vÇ WëWîü…Ë Æ…Ë…“:Ëb!               Wì e:|Ë«ñWÄ v"UÙ«œ

     ø…œU|“ vëW|WëW|
øX:OïW|WÖ…œ vÇ WO|“«ËUO3 ËWz Wë WJ!ñU|œ ÊUÅUÄ ¨…Ë…“:Ëb!

 ÆWJ§O<U! ¨X:OM|WÖ…œ vÇ Wîü…Ë ËWz ¨…Ë…“:Ëb! GC
R xM ( )

x == 50

R( )50

OR R( ) ( )51 50−−

 ÈWï«Ë 961-5

85 00 = 11500

S(Q) = 17 000 x 85 000 -               -50 000 = 722 450 000(85 000)2
10

Q

Q

Q

Q Q2
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19  ÈWA8WïvëW|üUë :u! ©ñUM|œ Ê«ñ«“WÙW!® X<«u8 ÈWA8Wï
 p:O"Uë ¨X:OM:OÙ…bJ:OÄ Ë«dJ|ñU|œQ Ë ¨X:O! ÊUëWëW| È…ñUî˛P   ÆX:O! WëW| „W| v8dï

20 ÈWA8WïvëW|üUë :u! ©ñUM|œ Ê«ñ«“WÙW!® ÊËuâ:O" ÈWA8Wï
 p:O"Uë ¨X:OM:OÙ…bJ:OÄ Ë«dJ|ñU|œQ øX:O! ÊUë…Ëu"UNîWÙñW! WëW| È…ñUî˛

21vëW|üUë vïUM:ONîWÙñW! :u! ©ñUM|œ Ê«ñ«“WÙW!® †UÙ«œ ÈWA8Wï                       ÈWA8Wï
 p:O"Uë ¨X:OM:OÙ…bJ:OÄ Ë«dJ|ñU|œQ ÈWA8Wï Ë X:O! ÊUë…Ë«dÅ:Ëdã WëW| È…ñUî˛

   ÆX:OM:OÙ…bJ:OÄ ÊËuâ:O" ÈWA8Wï

  ÊœdJ:O3W§:O3 Ë ÊUM:OÙ«;ñ

13
 Æ…Ë…“:Ëb! „W|WA8Wï ñWÙ ÈË«dÅU"«œ

f x x x x( ) == ++ −− ++−−4 43 1614f x x x x( ) ( )( )== ++ −− −−2 3 7 4 62

15f x x( ) ( )== −−4 1 516f x e x( ) == −−2 1

17f x x e x( ) == −− ++−−2 4 718f x x( ) .== 30 1

Ü vM¶Å:Ëdã Èe:|Ë«ñWÄ v"UÙ«œ500  Æ…ËWJ§OïËË;ñ Ë …Ë…“:Ëb! WëW|
êv¶<Uz Wì ñU!ñW< vëW|WëW| vM¶Å:Ëdã ∫†Uë…œ 5!«œ †UÙ«œ s|d"…ñËWÖ ÊUOîUë

 vM¶Å:Ëdã500 vM¶Å:Ëdã v¶<Uz Wì ÊU|700  ø

ê   Æ…Ë…“:Ëb! e:|Ë«ñWÄ v$«“Uè ÈWA8Wï

 vM¶Å:Ëdã :u! †UÙ«œ ÈWA8WïQvM¶Å:Ëdã Wì ÂU$Wz v"UÙ«œ ¨…Ë…“:Ëb! WëW|
500   ø…bïWÇ WëW|

GC

vïUM:ONîWÙñW! :u! X:OïW|WÖ…œ vÇ Wîü…Ë ÂWz ¨…Ë…“:Ëb! «œ            Wì e:|Ë«ñWÄ vïËuâ:O"
    øñU!W< ÈWëW| „W|

GC

v:OÄW! X:OïW|WÖ…œ vÇ Wîü…Ë ËWz Æ…Ë…“:Ëb!               Wì e:|Ë«ñWÄ v$«“Uè
 øñU!ñW< vëW|WëW| vïUM:ONîWÙñW!

O

 Æ…ËWJ§OïËË;ñ øX:OïW|WÖ…œ vÇ WO|“«ËUO3 ÂWz Æ…Ë…“:Ëb! g

P x x( ) .== −−160 0 1

C x x x( ) == ++ ++300 6 1
20

2

x == 8

 Æ…Ë…“:Ëb!           Zï«“Uè ÈWA8Wï GC

R x x( ) == 46

C x x x( ) == ++ ++100 30 1
10

2

Ü ø…bïWÇ ÂW|:uï ÈWëW| vïUM:ONîWÙñW! ÈWMOèW¶<«;ñ vïËuâ:O" Æ…Ë…“:Ëb! C C( ) ( )9 8−−

Ü   Æ…Ë…“:Ëb!

 ÈWï«Ë97 1-5

ln(0.1x)

Q

QQ

Q

QQ

Q Q

Q2

Q2

Q

S(Q)S(100)

S(101) - S(100)

Q =100
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X:OM:|uï…œ ñUM|œ UÙ…ñUOKî W! WïU¶ãW4 v"UÙ«œ ÈWA8Wï           Wë                         ÈWA8Wï
 v:OÄW! v|ULMO< vJ:OLOKOã :u!x Wë ¨xËu!;ñWá:O" vïœdJA|U/ ñW<W! ÈWïU¶ãW4 ËWz È…ñUî˛

 ÆX:OM:|uï…œ

22

 Æ…Ë…“:Ëb! dH< W"Uë…œ ©vAîUNì« ‰u8b*«® e:|Ë;ñWÄ v"UÙ«œ Wë ÈWïU|UÙW! ËWz GC
 øÈ“ñW! È;ñWÄËWz W¶A|WÖ WëWLKOã vïœdJA|U/ v"UÙ«œ W¶ãW4 ÂUëWì Ü

R x x
x( ) ==
++

50
362x ≥≥ 0

 p:O"Uë                                     WOO¶|d! „W|üUë :u! †UÙ«œ ÈWA8WïQWëW| È…ñUî˛
W¶:O!…œ e:|Ë«;ñWÄ v"UÙ«œ ÈUÙW! Æ…Ë…“:Ëb! e:|Ë«ñWÄ v"UÙ«œ ÈWA8Wï ÆX:OM:|uï…œ ÊUë…Ë«dÅ:Ëdã

 Ë«dÅ:Ëdã v¶<Uz p:O"Uë bïWÇ100 øWOOÇ W|UÙW! ËWz ÈñËu!Uz ÈU"«Ë øX:O! WëW|

23R x x x( ) .== −−24 0 01 2

      ÈWA8WïvM¶Å:Ëdã :u! ©ñUM|œ Ê«ñ«“WÙW!® †UÙ«œ ÈWA8Wï
Q 7Å:Ëdã v¶<Uz p:O"Uë e:|Ë«ñWÄ v"UÙ«œ ¨X:OM:OÙ…bJ:OÄ Ë«dJ|ñU|œ vëW|üUë Wì WëW|149

    Æ…Ë…“:Ëb! X:O! WëW|

24

vîöJ|;ñ ñW< W¶:O¶<…Ë…œ Ëu§"UNîWÙñW! ÂWë vëW|…ñUÄ W! Wë ‘U! vJ:OLKOã vM"ËWëñW<
     ÈWA8Wï ñWÖWz Ævë…ñ«“ ‘UÄ WLKOã ËWz vïUë…ñWMO! È…ñUî˛ ¨xW¶ãW4

vëW|W¶ãW4 vïœdJÅWJA:OÄ vîU$Wz Wì …Ë…“:Ëb! vïUë…ñWMO! È…ñUî˛ vï«;ñ:uÖ ¨XOM:|uM!
 È«Ëœ …œU|“10 È«Ëœ ÊUÅUÄ ¨ÊœdJA|U/ Wì W¶ãW420ÈËu¶A|W~O:OÄ ÈWîU$Wz ËWz W¶ãW4

 Æ…ËWJ§OïËË;ñ

25

R x xx( ) == ++ −−++
3000
2 2 80 1500

A x x
x

( ) ==
++(( ))

100
10 2

 …Ë«Ëœ :u! 5ï«Ë;ñ

 ÆX:|ËWë…œñ…œ v|…“«bïWz vJ:|“«u:OÅ ñW§î«ñW! ÈWM:|ËWì 26
ÂWz È«Ëœ È…u:OÅ :v<Wì ÊUëW˘U8 È…ñUî˛

 Æ…Ë…“:Ëb! …“«u:OÅ ËWì Wï«u:OÅ
GC

 WKÄ È…u:OÅ vïUëW˘U8 È…ñUî˛      ñWÖWznÈ«ËœW§ëW| vïUë…œ«;ñ …“«u:OÅ ËWì X:O!
  ÆW<ËuM!              :u!           Wì WëWëW|

Ü
n ==10 n ==1

an

 Æ…ËWM:ON! †WëWîü…Ë :u! W~˘W! øX|WJ! s:Oì:uÄ WëW| È«ËœW§ëW| ÂWz XOï«u"…œ U|Uz ê
 WKÄ È…u:OÅWì ¸U8 bïWÇ100  øW|WÙ O

…ËWA:OÄ :u! 5ï«Ë;ñ

ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ ñW§î«ñW! ÈWM:|ËWì
 Èñ…ËW" Ê«u:Oï W¶:|ËWë…œ ÈWÇËUï ËWz Ëyv˙:OÙW¶<«;ñ Ë

 Èñ…ËW" È…Ë…ñW<WìxWëWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñ È…Ë…d:|˛Wì Ë
ÈWÇËUï ÈñW!ËË;ñ v|…Ë«dJJ|eï ÈUÙW! ÆX:|ËWë…œñ…œ

   Æ…ËW¶|“:Ëœ…œ Ë«dJ~ï…;ñ

27
x == 5

f x x x( ) == −− ++ ++1
2

2 2 3

 ÈWï«Ë 981-5

Q

Q Q

Q Q2

Q
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 :u! WëWÇËUï5 ÊUOJ:OëW|ñWÙ ÈWJM! ¨WJ§ÅW!«œ WA:Oëô1 ø…bïWÇ ÊUëWA:Oëô È…ñUî˛ ¨X:O! WëW| GC

WÇËUï v|…Ë«dJJ|eï ÈUÙW! ¨WïUA:Oëô ËWz vïUë…ñW!ËË;ñ vîW3ñW<
 ø…bïWÇ W|UÙW! ËWz ÆX:OM:OÙ…bJ:OÄ Wë…Ë«dJ~ï…;ñ

ê

ËWz ÈUÙW!Wì WëWA8Wï ÈUÙW! vïœdëñUî˛WÙ È:uÙW! ¨…Ë…“:Ëb! „W|WA:Oëô ñWÙ Èó:|ñœ
x   ÆWJ!Ë«ËW" WëW¶A8 ÆÈWëWJM! v¶<«;ñ…ËUï W¶:|ËWë…œ ÈW‡
Ü

x f x( )
0 5.
1 5.
2 5.
4 5.

 ÈWï«Ë99 1-5
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 ÈñUëË«ËW"
ÈWï«Ë22Integration

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/1 Æ†Uë…œ                         vï«œU<UÄ Wë …Ë…“:Ëb!            ÈWA8Wï ¨           „W|WA8Wï ñWÙ:u!f x( )F x( )′′ ==F x f x( ) ( )

f x x( ) == 6f x x( ) == 5f x e x( ) == 4 4 GCÜê

 Wï«ËWì ¨XOï«“…œ Ë«dÅU"«œ vïUëUfi:|;ñ ÊUîu~:O!

„W|WA8Wï           ñWÖWz U"«Ë ¨W|WÙ ÈWï«ËWâ:OÄ Èñ«œdë Ë«dÅU"«œ Èñ«œdë U|Uz ¨W"uO<dÄ p:| :̨Ë;ñ
ø                      X:O! ÈWë…Ë«dÅU"«œ           Wë…ËW¶|“:Ëb!          ÈWA8Wï XOï«u"…œ U|Uz ¨X:O!

 ÆX|…b! ÂU$Wz Ë«dÅU"«œ vïUë…ñ«œdë ÈWï«ËWâ:OÄ …b§˘ËWÙ Ë …ËW¶|WJ! Wë…ñUëWì dO! XOï«u"…œ
 ¨…ËW¶|“:Ëb!                  ÈWA8Wï ÈË«dÅU"«œ È…ËWz:u!1Wì WëWA8Wï Ë ¨X|Wë…œñ…œ     WëWï«u"Wì

Èñ«œdë ÈWï«ËWâ:OÄ Èñ«œdë ñWÖWz ÆX:|ËWë…b¶<…œ                        Ë X|…œ…œ WëWï:uë Wï«u"
 W¶fi|u:OÄ ¨X|WJ§:O3W§:O3 Wë…Ë«dÅU"«œ1:Èuï vï«u" ñW<W! WëWA8Wï Ë ¨WëWï«u" ¸WÖWì …ËW¶|WJ!:uë

     ÆUÙ…ËñWÙ Ë ÆX|WJ§ÅW!«œ

• Æ                 «ËWz ¨X:O!;ñ:uÖWï vëW|…ñUî˛     p:O"Uë                ñWÖWz
• «ËWz ¨X:O!;ñ:uÖWï vëW|…ñUî˛          p:O"Uë                       ñWÖWz Æ
•    «ËWz ¨X:O!;ñ:uÖWï vëW|…ñUî˛     p:O"Uë                     ñWÖWz Æ
•   Æ                    «ËWz ¨                 ñWÖWz

n ≠ 0F x xn( )=
k

k

f x( )
f x( ) F x( )′ =F x f x( ) ( )

f x xn( )=n
′ = −f x nxn( ) 1

f x( )= 0
f x nxn( )= −1

f x kekx( )=

F x k( )=

F x ekx( )=
f x x( )= 1F x x( ) ln=

• Æ                 «ËWz ¨…;ñ:uÖWï vëW|…ñUî˛     p:O"Uë                ñWÖWz
• «ËWz ¨…;ñ:uÖWï vëW|…ñUî˛          p:O"Uë                  ñWÖWz Æ
•  «ËWz ¨…;ñ:uÖWï vëW|…ñUî˛     p:O"Uë                  ñWÖWz Æ
•  Æ                 «ËWz ¨…;ñ:uÖWï vëW|…ñUî˛     p:O"Uë                      ñWÖWz

f x k( )=
f x xn( )=n ≠ 0

k

k
k′ =f x k

x( )

′ =f x( ) 0
′ = −f x nxn( ) 1

f x ekx( )=′ =f x kekx( )
f x kx( ) ln=

 Æ          ÈWA8Wï :u! †…;ñWM! ÈWA8Wï X:|d"Ë…œ           „…Ë ÈWA8Wï W!

 ÊUëW$UîUz

•:u! ñËuMfi:O! ÈñUëË«ËW"
  Æ…ËW¶:|“:Ëœ…œ „W|WA8Wï

•ñ«œñËuM< ÈñUëË«ËW"
 Æ†Uë…œñUî˛WÙ

•Ë ñ«œñËuM< ÈñUëË«ËW"
:u! ñËuMfi:O! ÈñUëË«ËW"

ÊUë…ñUO<dÄ vïœdëñUJOÅ
  ÆX:OM:OÙ…œñUëW!

  ÊUë…Ë«ñ«“
Vocabulary

  ñËuMfi:O! ÈñUëË«ËW"
Indefinite integral

 ñ«œñËuM< ÈñUëË«ËW"
Definite integral

 †…;ñWM! ÈWA8Wï
 ©Ë«dÅU"«œ È˛œ®

Antiderivative
  ÈñUëË«ËW" È;ñ:uÖWï

Constant of
integration

F x( )f x( )

 ÈWï«Ë 1002-5
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ÈWï«Ë101 2-5

ÈñUëdO! Èñ«u!Wì ÈWï«ËWz ÈñUëË«ËW" X:|d"Ë…bO:OÄ v"…;ñWM! ÈWA8Wï È«ËœW! Ê«;ñWÖ Èñ«œdë
vMO<Ëuï Ë     WìWO¶|d! g|ËWz ¨sM:OÙ…œñUëW! ÈñUëË«ËW" :u! †W§|U" vëW|UL:OÙ ÊWë…œñUë

«ËWz ¨X:O!           v"…;ñWM! ÈWA8Wï          ñWÖWz           ÈWA8Wï :u! †…;ñWM! ÈWA8Wï :u! W|UL:OÙ

ÆÈñUëË«ËW" È;ñ:uÖWï X:|d"Ë…bO:OÄ WOO¶<«;ñ vëW|…ñUî˛       p:O"Uë

‘WîWì ¨…Ë«dÅU"«œ ÈWï«ËWâ:OÄ Èñ«œdë ÈñUëË«ËW" È…ËWzñW!Wì Ë ÆW|WÙ ÈUfi:|;ñ Ë«dÅU"«œ XOï«“
ËWz Ë Ë«dÅU"«œ vïUëW|Ufi:|;ñ Wì „W|…ñUî˛ W|W¶A8 ÂWì X:OÇ…œñ…œ ÈñUëË«ËW" vïUëW|Ufi:|;ñ

ÆX:|ËWë…œñ…œ sÇ…œñ…œ v:Oì Wë ÈñUëË«ËW" ÈWïU|Ufi:|;ñ

ñËuMfi:O! ÈñUëË«ËW"

f x dx( )∫
f x( )f x( ) F x( )

f x dx F x C( ) ( )= +∫
C

¨X:|d<Ëuï…œ                   È…u:OÅW!            ÈWA8Wï :u! ÈñËuMfi:O! ÈñUëË«ËW"

ÆW|WA8Wï ÂWz :u! WOO"…;ñWM! vëW|WA8Wï ñWÙ ñËuMfi:O! ÈñUëË«ËW" W"«Ë

f x( )

¨…ËW¶|“:Ëœ…œ ©WA8Wï „W| UNïW"® WïUëU" vëW|WA8Wï ¨XO:|;ñWÖ…œ „W|WA8Wï ÈË«dÅU"«œWì p:O"Uë
ñWÖWz WïËu/ :u! ¨…ËW¶|“:Ëb! †…;ñWM! ÈWA8Wï X:|ËW"…œ p:O"Uë …“«ËUO3 Wë…ñUë ÂüW!

UÙ…ËñWÙ ¨WëWA8Wï :u! W"…;ñWM! vëW|WA8Wï                  ÈWA8Wï «ËWz ¨Wïu/ :u!
p:O"Uë WëWA8Wï :u! W"…;ñWM! ÈWA8WïC∫WJïuÇ ¨X:O! v¶<«;ñ vëW|…ñUî˛
F x x( )= 3

f x x( )= 3 2

G x x C( )= +3

G x x C x C x x f x( ) ( )= +( )′ = ( )′ +( )′ = + = =3 3 2 23 0 3

ñUJOÅ

GC
ÜF x e x( ) == 4 ê

F x x( ) == ++
++1

6 1
6 1F x x( ) == 1

7
7

F x x( ) ln== 5

Æ†Uë…œ               vï«œU<UÄ Wë ¨…Ë…“:Ëb!       ÈWA8Wï ¨       vëW|WA8Wï ñWÙ:u! …b§˘ËWÙ

f x x( )= 11f x x( )= 3f x e x( )= 5 5 GCÜê
f x( )F x( )′ =F x f x( ) ( )

ñËuMfi:O! ÈñUëË«ËW"

∫

f x dx( )∫

GRADE12-CHAP-5-Adabi  4/2/18  12:04 PM  Page 12



Ë«dÅU"«œ vïUëW|Ufi:|;ñ ÈñUëË«ËW" vïUëW|Ufi:|;ñ

0dx k=∫ ( )k ′ = 0
( )x nxn x′ =

−1

( )e ex x′ =

(ln )x
x

′ =
1

ln ( ) ( )
( )

u x u x
u x

( )′ = ′

kf x kf x( ) ( )( )′ = ′

f x g x f x g x( ) ( ) ( ) ( )+ ′ = ′ + ′( )

e u x eu x u x( ) ( )( )( )′ =

x dx x Cp
p

p
=∫ +

+1 1

e dx e Cx x=∫ +
1
x dx x C=∫ +ln

′ =∫ +u x e dx e Cu x u x( ) ( ) ( )

′ =∫ +u x
u x dx n x C( )

( ) ln ( )

kf x dx k f x dx( ) ( )= ∫∫

( ( ) ( )) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx+ = ∫∫ +∫

 W‡‡‡‡ïu‡‡‡/2
4 3x dx∫( )5 24 3x x dx−∫

3
x dx∫e dxx−

∫
2 GC

GC

Ü

Ü

ê

ê

O

O

4 4 43 3 3 1 41
4x dx x dx x C x C∫ = ∫ = ( )+ = ++

( )5 2 5 2 24 3 4 3 5 4 51
4

1
2x x x dx x dx x x C x−∫ = ∫ − ∫ = − ( )+ = − xx C4 +

3 13 3x xdx dx x C= = +∫∫ ln

e dx e dx x e dxx x x− − −
∫ = − −∫ = − − ′∫ = −2 2 21

2
1
2

1
22 2( ) ( ) ee Cx− +2

 …b§˘ËWÙ

3 5x dx∫( )2 75 6x x dx+∫
5
x dx∫e dxx3

∫ GCÜêO

W‡‡‡‡ïu‡‡‡/3

C Q C Q dQ
Q Q dQ

Q dQ QdQ

m( ) ( )
( )

= ∫

= − +∫

= − +

3 20 36
3 20 3

2

2 66
10 363 2

dQ
Q Q Q k

∫∫∫

= − + +

 Æ…Ë…“:Ëb! ñËuMfi:O! ÈñUëË«ËW"

 Æ…Ë…“:Ëb! ñËuMfi:O! ÈñUëË«ËW"

ÊËuâ:O" ÈWA8Wï È…ËWM|“:Ëœ

  ñUJOÅ

  ñUJOÅ

ñWÖWz ÆÊUë…Ë«dÅU"«œ Wì WOO¶|d! «b|ñËu!UzWì ÊUë…Ë«dëe:|Ë«ñWÄ Wï«u:OÄ Wë …ËWM:ON! †:u8 ÈdO!W!
:u! „W|üUë vïUM:ONîWÙñW! :u! e:|Ë«ñWÄ vïËuâ:O" „…Ë ¨vï«“ †Ë«dëe:|Ë«ñWÄ v|Wï«u:OÄ vëW|WA8Wï

 Æ…ËW¶|“:Ëb! W|üUë ËWz vïUM:ONîWÙñW! :u! ÊËuâ:O" ÈWA8Wï XOï«u"…œ Wïu/

  Wì WOO¶|d! „W|üUë vïUM:ONîWÙñW! :u! e:|Ë«ñWÄ vïËuâ:O" ÈWA8Wï
  Æ…Ë…“:Ëb! W|üUë ËWz vïUM:ONîWÙñW! vïËuâ:O" ÈWA8Wï

 Æe:|Ë«ñWÄ vïËuâ:O" ÈWA8Wï v"…;ñWM! ÈWA8Wï Wì WOO¶|d! W|üUë ËWz vïËuâ:O" ÈWA8Wï

È;ñ:uÖWï vïËuâ:O" W"«Ë ¨           Wì ÊËuâ:O" v8dï W"Uë…œ Ë ÈñUëË«ËW" È;ñ:uÖWï Wì WOO¶|d!
 ÆWïUM:ONîWÙñW!

C Q Q Qm ( )= − +3 20 362

Q = 0 K

 ÈWï«Ë 1022-5

1
p+1 xp+1+C
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ÈWï«Ë103 2-5

W‡‡‡‡ïu‡‡‡/4

GC

GC

Ü

Ü

ê

ê

O

O

21
5 xdx∫20

1 e dxx∫

2 5 1 25 1 241
5 2

1
5 2 2xdx x∫ =   = − = − =

( )x x dx x x x20
3 3 2

0

3
3 4 41

3
3
2− +∫ = − +





= − + ×




− − + ×





1
3

3
2

1
3

3
23 3 4 3 0 0 4 03 2 3 2

31
2

1
2

1
23 3 3 2 1 3 2 0x dx x∫ =[ ] = [ ] = − = −ln ln (ln ln ) (ln )) ln= 3 2

31
2

x dx x∫

2 2 2 2 2 10
1

0
1 1 00

1 e dx e dx e e e ex x x= ∫ = [ ] = −( )= −∫ ( )

= − +

= −

=

9 12

9

27
2
3
2

15
2

( )x x dx20
3 3 4− +∫

…b§˘ËWÙ

C Q Q Qm ( )= − +3 6 52

f x F x F b F aa
b

a
b ( ) ( ) ( ) ( )=[ ] = −∫

∫Wì WOO¶|d! „W|üUë vïUM:ONîWÙñW! :u! e:|Ë«ñWÄ vïËuâ:O" ÈWA8Wï

È;ñ:uÖWï vïËuâ:O" XOï«“ ñWÖWz ¨…Ë…“:Ëb! W|üUë ËWz vïUM:ONîWÙñW! vïËuâ:O" ÈWA8Wï
Wì WOO¶|d! ÊUM:ONîWÙñW!10Æ

ñ«œñËuM< ÈñUëË«ËW"

Ê«u:OïWì          ÈWA8Wï :u! ñ«œñËuM< ÈñUëË«ËW"aËbWì WOO¶|d!

Æ ÈWA8Wï v"…;ñWM! ÈWA8Wï :u! W|UL:OÙ p:O"Uë

f x( )

F x( )f x( )

ñ«œñËuM< ÈñUëË«ËW" È…ËWM|“:Ëœ

Æ…Ë…“:Ëb! Wï«ñ«œñËuM< WO|ñUëË«ËW" ÂWz

ñUJOÅ

ÈñUëË«ËW" ñ«œñËuM< ÈñUëË«ËW" vïœdëñUî˛WÙ :u! ÊWë…œñUë ÈñUëdO! Èñ«u!Wì ÈWï«ËWz
Æs:OÙ…œñUëW! ñËuMfi:O!

ñ«œñËuM< ÈñUëË«ËW"

ÈUÙW! ñW< W"UëUï ñUë          ÈWA8Wï :u!          v"…;ñWM! ÈWA8Wï vïœñ«ó§˘WÙ WJ§OMO§:O"
∫«ËWz           :u! Ëu! d" v"…;ñWM! vëW|WA8Wï                              ñWÖWz Æñ«œñËuM< ÈñUëË«ËW"

f x( )
G x F x C( ) ( )= +

F x( )
f x( )

G b G a F b C F a C F b C F a C F( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− = +( )− +( )= + − − = (( ) ( )b F a−
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 Æ…Ë…“:Ëb! Wï«ñ«œñËuM< WO|ñUëË«ËW" ÂWz  …b§˘ËWÙ

O
GCÜ 3 20

3 x dx∫3 5 421
2 x x dx+ −( )∫

−∫ 31
2 e dxx −∫ 21

2
x dx

∫…ËËbïU*W< ÊU|WîWz ÊWë…œñUë ÈñUëdO! Èñ«u!Wì ÈWï«ËWz
 ÈUÙW!                 ñWÖWzx Ê«u:OïWì X:O! p:|bïWÇñWÙa Ëb¨

ËWz ÈñW!ËË;ñ W"Uë…œ                   Èñ«œñËuM< ÈñUëË«ËW" «ËWz
 Èñ…ËW"W! …Ë…d:|˛Wì …Ë«ñœñËuM< ÈWÇËUïx…Ë…ñW<Wì Ë

ËËœW! ÛWÇ Wì Ë X<«;ñ Wì Ë           ÈWA8Wï È…ËWïœdJïËË;ñW!
 Æ          Ë           v˙:OÙW¶<«;ñ

f x( )≥0
f x dxa

b ( )∫

f x( )
x a=x b=

ÈñW!ËË;ñ W"Uë…œ …Ë«ñœñËuM< WO|ñUëË«ËW" ËWz «ËWz               ÈWïËu/ :u! …ËWMO:|;ñW~! ñWÖWz
   ÆWë…Ë«dë @ï…;ñ W§|ñW"ôWâLOï

21
5 xdx∫

¨©†UÙ«œ®†ËWJ¶<…œ „…Ë ÈñËu!Uz ÈË«;ñ:uÖ p:|bïWÙ
„W|UÖ“…œ v"UÙ«œ :vM!«œ«Ë X:|;ñ:uÖ…œ †Uë vï«;ñ:uÖW!

Ê:uOKî ñ«“WÙ ÈWë…;d! ;ñ:uÖWï vëWO|«;dJ:O"W! X:|dë…b|ñU|œ
e:|Ë«ñWÄ v"UÙ«œ ÈWA8Wï XOï«u"…œ Æ«bJ:O˘U<Wì …ñUM|œ
 ∫„…Ë XO<ËuM! ©¸U<W!® †Uë v:OÄW! „W|WA8Wï „…Ë

R t( )=1000

ÆWO|:u<Uz vJ:O˙:OÙW¶<«;ñ W|WA8Wï ËWz È…ËWïœdJïËË;ñ
Ë           v˘U< Ê«u:OïWì ÊUë…Ëu"ËWJ¶<…œ vîW3ñW<
ËWz X:|dï«u"…œ ÆñUM|œ Ê:uOKî             W"Uë…œ ø …bïWÇ

È…ËWïœdJïËË;ñ ÈWM:|ËWì Ë«dJ~ï…;ñ ÈWÇËUïW! WîW3ñW<
   ÆX:|dM:|uM! ñW§î«ñW!

1000T
t T= t = 0

 ÈWï«Ë 1042-5

ê

ñW!ËË;ñ vïœdëñUî˛WÙ

Rm
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ÈWï«Ë105 2-5

«b|ñUëdO! Wì ÊËu§î«Ë…œñW!

ÊU‡‡‡‡M‡‡‡‡:OÙ«;ñ

1Æ…ËWJ§ïËË;ñ ÈñUëË«ËW" Ë Ë«dÅU"«œ Ê«u:Oï Èbï…u|WÄ
2Æ…ËWJ§ïËË;ñ ñËuMfi:O! ÈñUëË«ËW" Ë ñ«œñËuM< ÈñUëË«ËW" Ê«u:Oï ÊUëWO|“«ËUO3
3øX:OM|WÖ…œ vÇ WïUO|…“«bïWz             Èñ«œñËuM< ÈñUëË«ËW"xdx1

3
∫

Æ…Ë…“:Ëb! ñËuMfi:O! vëWO|ñUëË«ËW" ñWÙ

4

Ë«dëW¶<«;ñUz vïUM:OÙ«;ñ

4 3x dx∫5( )3 22x x dx−∫

6x dx−∫ 27e dxx2∫

Wì WOO¶|d! „W|UÖ“…œ :u! e:|Ë«ñWÄ vïËuâ:O" ÈWA8WïvïËuâ:O"
vïUM:ONîWÙñW!600Æ…Ë…“:Ëb! WëW|

…b§˘ËWÙ

ÈWA8Wï Èñ«œñËuM< ÈñUëË«ËW" Wë …ËWM|WJ§OïËË;ñ ËuA:OÄ v:OÄW! XOï«u"…œ UÙ…ËñWÙ
U"«Ë ¨          Ë          Ê«u:OïWì

W¶:OïW|W~ïUî…œ ‘WîW! ¨X:|;ñ:u~! †Uë v:OÄW! W|Wï«ËWì Ë ¨X:O!Wï;ñ:uÖWï †UÙ«œ È«;dJ:O" W|Wï«ËWì
ËËœ Ê«u:OïWì ÊUëW"UÙ«œ vîW3ñW< ÂüW! Æ;ñ:uÖWï ÈWA8WïWì “«ËUO3 Èe:|Ë«ñWÄ v"UÙ«œ ÈWA8Wï

Ê«u:OïWì ñ«œñËuM< ÈñUëË«ËW" …ËW¶:OM:Oî…œ †UëWì           Ë           È…ËUîaËbÈWA8Wï :u! «œ
Æe:|Ë«ñWÄ v"UÙ«œ

R t( )=1000
t = 0t T=

1000 1000 10000 0dt t TT T
∫ = [ ] =

t b=

W‡‡‡‡ïu‡‡‡/5

Q( )00
1200
∫

MR Q dQ Q dx( ) ( )0
1200

0
1200 16200 2∫ = −∫

=18000000
= − 16200 2

0
1200Q Q

t a=

ÈWA8Wïv"UÙ«œ ÆX:OM:|uï…œ „W|UÖ“…œ Èe:|Ë«ñWÄ v"UÙ«œ ÈWA8Wï
vM¶Å:Ëdã vîU$WzWì WëUÖ“…œ1200Æ…Ë…“:Ëb! WëW|

MR Q Q( )= −16200 2

ñUJOÅ

vM¶Å:Ëdã vîU$WzWì †UÙ«œ1200Wì WOO¶|d! WëW|

ÆWJ!ñUî˛WÙ …ñ«œñËuM< WO|ñUëË«ËW" ËWz

MC Q Q Q( )= − +3 16 122

Rm

Rm

Cm

dQ

dQ

Rm
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 Æ…Ë…“:Ëb! Wï«ñ«œñËuM< WO|ñUëË«ËW" ÂWz

10 Wì WOO¶|d! e:|Ë«ñWÄ v"UÙ«œ ÈWA8Wï XOï«“ ñWÖWz …Ë…“:Ëb! „W|UÖ“…œ v$«“Uè ÈWA8Wï
Ë                                         Wì WOO¶|d! e:|Ë«ñWÄ vïËuâ:O" ÈWA8Wï Ë

   ÆWOOï ÊUM:ONîWÙñW! :u! ;ñ:uÖWï vJ:OïËuÇUO"

84 31
3 x dx∫9x dx−∫ 21

2

MC Q Q Q( )= − +2 6 62 MR Q Q( )= −22 2

 Æ…Ë…“:Ëb! Wï«ñËuM< :v! WO|ñUëË«ËW" ÂWz

ÊœdJ:O3W§:O3 Ë ÊUM:OÙ«;ñ

11∫ x x dx−− ++(( ))112∫ e dxax −−(( ))1

13∫ e dxx
x

−− ++





4
214∫ e dxkx

 Æ…Ë…“:Ëb! Wï«ñ«œñËuM< WO|ñUëË«ËW" ÂWz

15∫
1

4 −−2 2x dx16∫
−1

1 2 x e dxx++(( ))−−

     Wì WOO¶|d! e:|Ë«ñWÄ vïËuâ:O" ÈWA8WïÊËuâ:O" ÈWA8Wï
 Wì WOO¶|d! ;ñ:uÖWï vïËuâ:O" XOï«“ ñWÖWz …Ë…“:Ëb!92   Æ

 Wì WOO¶|d! e:|Ë«ñWÄ v"UÙ«œ ÈWA8Wï…Ë…“:Ëb! †UÙ«œ ÈWA8Wï
 W"Uë…œ †UÙ«œ WJ! vMO§:O"®0 Æ©            Wì

  W"Uë…œ „W|UÖ“…œ Èe:|Ë«ñWÄ v"UÙ«œ ÈWA8WïËWz v"UÙ«œ ÈWA8Wï
 W"Uë…œ ÈWëW"UÙ«œ XOï«“ ñWÖWz ¨…Ë…“:Ëb! W|UÖ“…œ0 Æ            Wì

 Wë ¨                             Wì WOO¶|d! p:Oï«e:O8 :u! e:|Ë«ñWÄ v"ËWëWÅUÄ ÈWA8WïR†UÙ«œ
WëW"ËWëWÅUÄ Wë XOï«“ ñWÖWz ¨…Ë…“:Ëb!            Wï«e:O8 ËWz v"ËWëWÅUÄ ÈWA8Wï ÆX:OM:|uï…œ

 W"Uë…œ20 W"Uë…œ †UÙ«œ p:O"Uë100 Æ

     Wì WOO¶|d! p:Oï«e:O8 Èe:|Ë«ñWÄ vïœd!ñUëW! ÈWA8Wï Wë ¨R†UÙ«œ
Êœd!ñUëW! Wë XOï«“ ñWÖWz ¨…Ë…“:Ëb!            Wï«e:O8 ËWz vïœd!ñUëW! ÈWA8Wï ÆX:OM:|uï…œ

 W"Uë…œ25 W"Uë…œ †UÙ«œ p:O"Uë25     Æ

    Wì WOO¶|d! e:|Ë«ñWÄ v"UÙ«œ ÈWA8Wïe:|Ë«ñWÄ vïËuâ:O" ÈWA8Wï Ë
  Wì WOO¶|d! ÆWOOï ÊUM:ONîWÙñW! È;ñ:uÖWï vïËuâ:O" Ë

 Æ…Ë…“:Ëb! W|UÖ“…œ ËWz v$«“Uè ÈWA8Wï GC
 ÈbM:OÙQ Æ†Uë…œ ñW!W¶<…œ WëUÖ“…œ :u! Zï«“Uè ÈUï«u"Wì v¶<Uz s|d"“ñW! Wë …bïWÇ Ü

MC Q Q Q( ) == −− ++2 10 26
MR Q( ) == −−34 3

MC Q Q Q( ) == −− ++3 28 842

MC Q Q( ) == −−120 8
Q == 0

f R R( ) .== ++0 5 1

F R( )

MR Q Q( ) == −−84 4
Q == 0

f R R( ) .== ++0 5 2

F R( )

 ÈWï«Ë 1062-5

Rm

Rm

Rm

Cm

a ≠ 0

k ≠ 0 

Rm

Cm

Cm

Q

18

17

19

21

20

22
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 ÈWï«Ë107 2-5

   Wì WOO¶|d! „W|WÖñUë vïUM:ONîWÙñW! :u! e:|Ë«ñWÄ ÈWA8WïÈ…bM:OÙ ËWz
È…ËUî Wì  ÊUÅUÄ ¨ …Ë…“:Ëb!         È…ËUî Ë          È…ËUî Ê«u:OïWì ÆX:OM|…œ vîWÙñW! WëWÖñUë

ÂWëW| È…ËUî :u! Â…ËËœ È…ËUîWì ÊUM:ONîWÙñW! È…œU|“ È…ó:|;ñ Æ        È…ËUî Ë         Ê«u:Oï
    ø…Ë…“:Ëb!

23

ËWì WOO¶|d! †Uë…œ ñW!W¶<…œ W|«œUï«u"Wì Zï«“Uè s|d"“ñW! Wë È…bM:OÙ ËWz Wë …ËWJ§ïËË;ñ
   Æe:|Ë«ñWÄ vïËuâ:O"W! X:O!…œ ÊUfiëW| e:|Ë«ñWÄ v"UÙ«œ Wë È…bM:OÙ

26

24

25

 È…bM:OÙQ Æ†Uë…œ ñW!W¶<…œ WëW|UÖ“…œ :u! W|«œ Uï«u"Wì Zï«“Uè s|d"“ñW! Wë …Ë…“:Ëb! GC
 ÈñUO<dÄ vîü…ËWì …“«ËUO3 †WëWîü…Ë U|Uz24 Æ…ËWJ§ïËË;ñ WîWz ø Ü

TC Q Q( ) == ++3000 80
TR Q Q( ) == −−1400 6 2

…Ë«Ëœ :u! 5ï«Ë;ñ

…ËWA:OÄ :u! 5ï«Ë;ñ

t == 2
t == 0t ==1

t ==1

P t Ae t( ) .== 0 6

TR Q Q Q( ) == −−1400 6 2

TC Q Q( ) == ++1500 80
   Wì WOO¶|d! „W|UÖ“…œ :u! †UÙ«œ ÈWA8Wï vïËuâ:O" ÈWA8Wï Ë

 ÈbM:OÙ ÆQñW!W¶<…œ Zï«“Uè s|d"…ñËWÖ WëW|UÖ“…œ :u! Wë …Ë…“:Ëb!
 Æ†Uë…œ

     U"«Ë ¨…ËW|Uî È:u8 „…Ë WëW|UÖ“…œ :u! v"UÙ«œ ÈWA8WïÈWA8Wï Ë
   W¶:O§! È…ËWz :u! «;ñ:uÖ ÊËuâ:O"  Æ
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